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Résumé
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1 Introduction

Lorsque l'on veut étudier les interdépendances entre plusieurs variables il
est évidemment nécessaire de se situer dans un cadre multivarié. Fort heureuse-
ment, une bonne connaissance des concepts développés dans le cadre univarié
facilite grandement la compréhension des outils alors utilisés. Comme lors du
premier semestre, nous supposerons dans un premier temps que les processus
étudiés sont stationnaires. Cela permet d'introduire, dans un cadre relativement
simple, les notions utiles pour traiter des dépendances dynamiques entre plu-
sieurs variables telles que les prédicteurs avancés (causalité au sens de Granger
et les mesures de dépendance linéaires de Geweke), la réaction du systeme aux
chocs d’innovations (fonctions de réponse), la contribution des chocs a la va-
riance des erreurs de prévision (décomposition de la variance). Dans un second
temps nous considérerons le cas des processus intégrés avec l'introduction du
concept de cointégration et les modeles a correction d’erreur.

1.1 L’écriture VMA

Soit donc ¥ = (yat, Yat, - - -, Yie) T un ensemble de k aléatoires. Sous hypothese
de stationnarité au sens large, les deux premiers moments de y; sont :

E(y;) = u, un vecteur de k constantes, et
Yy = Ely: — w)(ys-j — W'l j=0,2,...des matrices (k x k) de constantes.

Naturellement ¥, est symétrique, mais ce n’est en général pas le cas de L,
pour j # 0. Par exemple, la dépendance de yi; a y2-j n’a pas de raison d’étre



égale a la dépendance de y a y1,+-j. Plus précisément :
Xy, = Elyi—wye—i—w']
Elyi+j — Wy — ) "] en raison de la stationnarité
El(ys = )i = )1 =2y,
Sous hypothése de stationnarité, le théoreme de Wold multivarié assure
que y; peut s’écrire comme la somme d’une composante déterministe et d’une

somme pondérée éventuellement infinie sur un processus en bruit blanc vecto-
riel :

.
= Zy/_

yo=p Y Wik = (1 + WL+ Wol? + - )y
i=0
avec

E(u) =0,

et

Yy, sis=0,
0 sinon

E(uu, ) = {

Notez que X, n’est pas nécessairement diagonale : les aléatoires centrées qui
composent u; peuvent étre linéairement dépendantes entre elles en instantané
mais ne dépendent pas des composantes de u passées ou futures.

111 Le VMA(q)

I peut arriver que 1’écriture en moyenne mobile de y; soit telle que W; = 0
sii> gq. Dans ce cas on est en présence d'un VMA(q) :

ye=p+u+ Wi + Woup o + -+ Wyuyg (1)

On montre qu’alors ! :

Ly = Ly + V1L, W] + +WoR, Wy + -+ WL, W)
WL, + Wi Z, W] + WX, W)+ + \I/qZu‘I/;_].,
pourj=12,...,q
Ly = Zu\lffj + wlzu\yjm + ‘PZZL,\;[’T].+2 +-- \I’qﬂ'Zu\I’;,
pourj=-1,-2,...,—q
0 pour |j| > ¢
Compte tenu des résultats précédents, on remarque que tout processus

VMA(q) est stationnaire au sens large, ses deux premiers moments étant indé-
pendants du temps.

1. Je vous invite, a titre d’exercice, a retrouver ces résultats



1.1.2 Le VMA(c)

Lorsque l'on est en présence d'un VMA d’ordre infini, il est nécessaire
d’imposer une condition de convergence similaire a celle déja vue dans le cadre
univarié. Une condition suffisante pour que les moments d’ordre deux de y;
existent est que la suite de matrice {‘I/yj}]f’io soit absolument sommable 2

En effet3 :

Ty, =) Wi LW, j=012,... @)
s=0
Comme dans le cas univarié, on impose également une hypothese d’ergodi-
cité permettant d’appliquer les résultats de la loi des grands nombres de sorte
que lorsque la taille de I’échantillon, T, tend vers 'infini, on ait la convergence
en probabilité des moments empiriques vers les moments théoriques, ainsi :

T
1
T Z Vit £> u 3)
t=1
1 u P
Vs, f ; YitYjt-s — E(yity jtfs) (4)

2 Le processus VAR(p)

Ve = (Y1, ..., Yie) T, Obéit & un processus AutoRégressif Vectoriel d’ordre p,
ou VAR(p),siona:

Yr=c+ Oy + Poypo + -+ Opypp + 144 )

ou u; est un processus en bruit blanc vérifiant donc E(u;) = 0 et E(usu] ) = X,
sis =0 et 0 sinon.
Ainsi,aveck=2etp=1:

Vi = 1+ QuiYi—1 + PraYo—1 + Ui (6)

Yoo = C2+ Py + Py + Uy @)
02 o1 E(u? E(uqu)

Y, = 1 - 1t 8
[012 a3 E(uyuz)  E(u3,) ®)

Cette structure simple et d’estimation aisée, permet de construire un certain
nombre d’outils qui se sont avérés utiles notamment pour la construction de

2. Une suite de matrices est absolument sommable si chacun de ses éléments définit une suite
de scalaires absolument sommable, soit ici Z:io W, ,| < 00, ol \I’SU est’élément en ligne i, colonne

jde .
3. Je vous invite la encore a retrouver ce résultat



prévisions, I'étude des relations dynamiques entre variables et de la propa-
gation des chocs au sein d'un systéeme économique. Le travail fondateur qui
a popularisé cette approche VAR est 'article de Sims, Macroeconomics and
reality, paru en 1980 dans la revue Econometrica. Avant d’aborder ces diffé-
rents points, nous allons préciser les liens entre les écritures VMA et VAR afin
notamment d’expliciter les conditions de stationnarité;

2.1 Ecritures VMA ET VAR, stabilité, stationarité

En recourant a I'opérateur de décalage L, un VAR s’écrit encore :

Ye = c+@1Lys + DLy + -+ DL ys + 1wy, )

ou:
OL)yr = c+uy, et (10)
OL) = [-DL-DL7—---—D,LF (11)

avec toujours E(u;) = 0, E(u;u]) = ¥, nonnécessairement diagonale, et E(uu,” ) =
0sis # 0.5i ¢(L) est inversible alors le VAR est qualifié de stable et il vient :

Y = o) OLY e+ ue] = p+ G DL ur = p+ W(L)ug (12)

ot i = E[y:] = ®(L)"c, et D(L)* est la matrice adjointe de ®(L). Cette derniére
étant constituée de polynémes en L de degré p, son déterminant, |p(L)], est aussi
un polynéme en L dont I'inverse si il existe, est un polyndéme en L de degré co.
En conséquence W(L) est de degré co : I'équation précédente est ainsi I’écriture
de y; sous la forme d'un VMA(o0) équivalente a son écriture VAR(p) initiale. La
seule condition autorisant le passage du VAR(p) vers le VMA(o0) est donc une
condition d’inversion du polyndme [¢(L)|. On sait* que cette condition est que
les racines de |¢(L)| soient, en module, supérieures a 1'unité. Si elle est vérifiée,
le VAR est dit stable.

I reste & montrer que la séquence de matrices W ir j=0,...00, tirées de
O(L) = W(L) = (Wo + V1L + W,L2 + ---) est absolument sommable ce qui
assurerait la stationnarité. Si tel est le cas alors la condition d’inversion de
|p(L)| est également une condition de stationnarité pour y;. Ce résultat est
plus simplement montré lorsque 1’on considere une réécriture alternative d'un
VAR(p) sous forme de VAR(1).

2.2 Ecriture d'un VAR(p) comme VAR(1), matrice companion

Partant de l'écriture (5), il vient :

Y Cc (Dl CI)2 Ce (Dp Y1 U

Y1 0 I 0 . 0 Y2 0
= . N (13)

. 0 .. 0 0 .

yipa) 0 Lo 0 1 0olly,) o

4. Cf. cours du premier semestre.



ot I est la matrice identité de dimensions (k X k). Soit encore :

zz = ¢ + F zp4+ & (14)
(kpx1)  (kpx1)  (kpXkp)(kpx1) — (kpx1)

Le systéme (13) est constitué de 1’écriture initiale du VAR(p) complété par
p — 1 identités : il s’agit donc d’écritures équivalentes. En particulier, si le
VAR(p) décrit par (5) est stable, alors le VAR(1) de (13) est également stable
et réciproquement.
La matrice F est appelée matrice companion du VAR(p). Un des intéréts de (13)
est de faciliter I'obtention de certains résultats, et notamment celui qui nous
intéresse maintenant.

On opere des substitutions répétées dans la derniere égalité :

z; =C+Fzi1 + €

C+F(C+Fzip+€-1) +€

(I +F)¢ + F?z;_p + Fe1 + €

i-1
=(+F+F+.. FiD)e+ Fz_; + Z Fle
7=0

Soit A la matrice diagonale constituée des valeurs propres de F et V celle
formée par les vecteurs propres associés®. Si|Aj| <1, j=1,...,kpalors:

— F' = VA'V7!: les éléments des matrices F' sont constitués de combinai-
sons linéaires de termes du type /Vj, j=1,...,kp. En conséquence,

limF' = imVA'V™1=0, et
1—00 1—00

— La suite de matrices F! est absolument sommable,
— Z;;%) Fle;_; définit bien une variable aléatoire lorsque i — oo

En d’autres termes, pour qu'un processus gouverné par un VAR soit stable,
il faut que les racines de |[[ — ®;L - Ppl2— . — ®,LF| soient situées en dehors
du cercle complexe unitaire, ou, de fagon équivalente, que les valeurs propres
de sa matrice companion soient de module inférieur a 1'unité °. Par ailleurs, la
stabilité implique la stationnarité ”.

5. Pour mémoire, ceux-ci sont orthogonaux entre eux et de norme unitaire.

6. Notez que les estimateurs de ces valeurs propres peuvent étre affichés par la Proc VARMAX
en utilisant 'option ROOTS de la commande MODEL qui gouverne l'estimation d'un VAR(p) et qui
sera détaillée plus loin

7. L'inverse n’est pas vrai : stabilité = stationnarité, mais stationnarité #stabilité.



Notez encore que 1'on peut aisément passer des coefficients du VAR conte-
nus dans les matrices ®; a ceux du VMA correspondant. En effet, partant de
lidentité ¢p(L)p(L)™! = I, il vient :

(I = Q1L - DyL% - = L) (Vo + WiL + W L2 + WL + ) =1 (15)

En distribuant le produit a gauche puis en égalisant les coefficients afférents a
la méme puissance de L a gauche et a droite, on a :

Wy=1 (16)
W, =d 17)
W, = O\ + @, et plus généralement, pour tout j, (18)
W= OWj ) + Wi+ + D, (19)

2.3 Les prévisions tirées d'un VAR

Soit ;4 la prévision faite en t de la valeur de y en t +h, y;.;. On sait que I'es-
pérance conditionnelle en t de 4y, soit E¢[y;4,] minimise I'erreur quadratique
moyenne : E[y;; —¢ yt+h]2 est minimum lorsque ¢y, = E¢[y+1]. En ce sens, des
prévisions définies par les espérances conditionnelles sont optimales ®. Ainsi,
si on part de 'écriture usuelle d"un VAR(p) :

Yir1 =+ Oryp + Qo + -+ Oplipi1 + U

et comme E;[u41] = 0, une prévision optimale en ¢ & un horizon de une période
est:

Vi1 = Ef[ypn] = c + Oy + Doy g + -+ + Dpytpi1 (20)

A Thorizonh =2,0na:

tYe+2 = Etlye2] = ¢ + O1Ei[yp] + Poye +--- + ®pyt—p+2
=0+ Oy Y1 + Poyr + - + OpYipi2 (21)

En itérant il est donc aisé de construire le prédicteur pour un horizon h
quelconque a partir des prévisions construites pour les horizons inférieurs,
h-1,h-2,...,1:

p
tYreh = C+ Z D; 1 Ypin-i (22)

i=1

OU tYpsh—i = Yirh—i SI h < 1.

8. En fait, pour étre optimales, il faut aussi que la fonction de perte associée aux erreurs de
prévisions soit quadratique.



La variance des erreurs de prévisions, est aisément obtenue a partir de
I'écriture VMA associée au VAR stable :

DLy =c+ur =y = pu+OL) up =c+ (Vo + WL+ Wol* +--)uy  (23)

Le vecteur des erreurs de prévision commises a ’horizon & est ainsi donné par :

=
[ay

Ctih = Yivh — Et[]/t+h] = Wit (24)

i

1l
(=}

En conséquence, ces erreurs vérifient E;[e;.;] = 0 pour tout horizon & et toute
date t, et leur matrice de variance-covariance X.(h) est :

h-1
Lo(h) = MSE[ews] = ) Wi, W] (25)
i=0
On peut également montrer que I}im Ei[yrsn] = Ely:] et ]}im Le(h) = Ly, : les

prévisions convergent vers l'espérance non conditionnelle de y et la variance
des erreurs tend vers la variance non conditionnelle de y lorsque 'horizon de
prévision tend vers I'infini.

En pratique, les coefficients ®;,i = 1, ..., p doivent étre estimés, et les prévi-
sions sont calculées non pas au moyen de (22) , mais de :

P
tWen =C+ Z D; Py (26)
i=1
avec toujours ;§iin—i = Yrn—i Sih < i, et ot 6151- est 'estimation de ®;,i = 1,...,p.

Dans ces conditions, les erreurs de prévisions empiriques sont données par :
Cron = Yivn —t ]?t+h
= Yeeh =t Yerr) + GYran —t Jesn)
h-1
= Z Witten—i + (Yeen =t Jeen) (27)
i=0

Elles ont donc deux sources : d'une part les innovations qui se produiront sur
I'horizon de prévision et d’autre part I'erreur d’estimation des coefficients du
VAR, représentée par le terme (:¥/¢;, —¢ J¢+1). En conséquence,

Yo(h) = MSE[2;:] # Zo(h) = MSE[e;4] (28)

Généralement la seconde source d’erreur est ignorée : on fait comme si les
coefficients estimés étaient les vrais et les variances covariances des erreurs
empiriques sont calculées selon :

Yo(h) = MSE[b] = Y WL, W7 (29)



A partir de (25), a condition de connaitre la loi des erreurs ? et en remplacant
les matrices X, et W; par leurs estimations, il est possible d’afficher des inter-
valles de confiance pour les prévisions ponctuelles issues de (22) si on connait
la loi des résidus. Par défaut, la plupart des logiciels font alors une hypothese
de normalité sur ces derniers.

Avec VARMAX, la commande output lead=h ol h est un entier positif de-
mande le calcul de prévisions sur un horizon de h périodes.

L'affichage des matrices de variance covariance estimée, ¥, (1) est gérée par
l'option PRINT=COVPE (entier) de la commande MODEL servant a réclamer 1’es-
timation d’un VAR o1 entier est un entier positif qui précise ’horizon jus-
qu’auquel ces informations sont demandées. Par exemple,

PROC VARMAX DATA=...;

MODEL y1 Y2 y3 / P=2 print=COVPE(8);
OUTPUT LEAD=24;

run;

demande I'impression des 24 valeurs prévues par le modéele estimé, la premiere
étant celle construite pour la période suivant immédiatement la derniére ob-
servation de 1’échantillon d’estimation. Si T est le nombre d’observations, on
obtiendra donc: (r91,7+1,7 §2,1+1,7 J3,141) 7/ - - -, (91,7424, T2, 7424, §3,7424) - Dans
cet exemple, on demande également 1'affichage des matrices de variance cova-
riance estimées pour les erreurs de prévision commises sur les trois variables
Y1,Y2, y3 pour les horizons 1,2...,8. Cette commande output est relativement
flexible grace ensemble d’options qui lui sont attachées :

— ALPHA=q, avec 0 < a < 1, qui demande l'affichage des bornes d'un
intervalle de confiance a 100(1 — a)% autour des valeurs prévues,

— BACK=d, ou d est un entier positif qui demande a ce que le calcul des
prévisions se fasse a partir de T —d périodes, c’est a dire d périodes avant
celle afférente a la derniere observation de 1’échantillon.Par défaut, d=0 :
les prévisions sont calculées a partir de T. C’est ce qui est obtenu dans
I'exemple précédent.

— OUT= nom d’une table SAS:entraine la création d'une table SAS dont
le nom est celui spécifié et dans laquelle vont étre stockées les prévisions
réclamées.

Il est aussi possible d’obtenir des graphiques présentant a la fois les valeurs
in-sample et les valeurs prévues. IIs sont générés par ’option PLOTS qui apparait
dans la ligne d’appel de la Proc VARMAX. Ainsi :

— PROC VARMAX ...PLOTS=(FORECASTS);

graphe les observations des variables constituant y;, leurs valeurs calcu-
lées pendant la période d’estimation, qui correspondent aux prévisions

9. La chose est simple si on suppose notamment que u; est un bruit blanc gaussien : selon (24),
les erreurs sont des combinaisons linéaires de gaussiennes et sont donc elles-méme gaussiennes.
10. Commande qui sera examinée dans la section suivante.



in-sample a une période 1 aliter,avect=1,2,..., T-1eti=1,2,...,k
ainsi que les prévisions réalisées selon les instructions précisées par
LEAD= et BACK=, avec une représentation de l'intervalle de confiance cor-
respondant & ALPHA=.

PROC VARMAX ...PLOTS=(FORECASTSONLY);

graphe seulement les prévisions réclamées par LEAD=h et BACK=d,soit :

A~ ~ ~ T
(T—dyl,T—d+1/ T-dY2,T—d+1, -, T—dyk,T—d+1)

A~ A ~ T
(T—dyl,T—d+hr T-dY2,T—d+hs- - - T—d}/k,T—d+h)

ainsi que leurs intervalles de confiance.

PROC VARMAX ...PLOTS=(ALL);

produit ’ensemble des graphiques générés par les deux options précé-
dentes.

On aura par exemple :

PROC VARMAX DATA=...PLOTS=(FORECASTS);
MODEL yy y2 y3 / P=2;

OUTPUT LEAD=4 ALPHA=0.10;

RUN;

Ce programme réclame le calcul de prévisions pour les quatre premieres
dates suivant immédiatement la derniere période de 1’échantillon d’es-
timation avec leurs intervalles de confiance a 90%, ainsi que des graphes
présentant les valeurs observées et calculées in-sample et les valeurs
prévues avec indication des intervalles pour chacune des trois variables

Y1, y2 etys.

2.4 L’estimation d’'un VAR

Nous allons voir deux méthodes d’estimation : par le maximum de vrai-
semblance d'une part, par une estimation SURE d’autre part.

2.4.1 Estimation par le maximum de vraisemblance conditionnel

On reprend ici intégralement la démonstration donnée par Hamilton 2.
On part de I'écriture usuelle du VAR :

Yr=c+ D1y + Doy +--- + (Dpyt_p + Uy

Soit encore, en notant Y; les valeurs des explicatives de y; et § leur coeffi-
cients :

11. Ces prévisions in-sample a une période vérifient naturellement iy = y; —_1 Ji¢
12. Time Series Analysis, 1994, Princeton University Press, pp. 291-293.

10



1

_ Y
Y = . (30)
(1+kp,1) :
Yi—p
ﬁT = [c,®y,..., Dyl (31)
(k,1+kp)
Yt = ﬁTYt + Ut

ol u; est supposé étre un processus en bruit blanc gaussien de dimension
(k x 1) possédant une matrice de variance-covariance L,. On rappelle que la
densité jointe de u; est alors donnée par :

k25— 1 .
Flu) = @ry I 2 exp (307 25 (32)
Dans ces conditions, y; définit par le processus d’innovation u; est lui-méme

gaussien. On note ainsi immédiatement que :
ytIYt ~ N(ﬁTYt, ) (33)

etdonc:

flYy) = @)™z Y2 exp [—%(yt —-BTY) T (e - ﬁTYt)] (34)

On retrouve ici une difficulté déja rencontrée lors de l'estimation des pro-
cessus ARMA univariés : 'espérance conditionnelle de y; fait intervenir les p
réalisations précédentes y;_1, ..., Yi—p, qui ne sont pas observées pour les p pre-
mieres observations. Comme on sait, la solution la plus simple est de traiter ces
p premieres valeurs comme des vecteurs de constantes définissant les condi-
tions initiales du processus a estimer. On maximisera donc la vraisemblance
conditionnelle ! :

f(yTr nylr sy ]/2/ y]lyO/ yflr sy y7p+1;ﬁ/ Z'u) (35)

écriture que l'on va ramener a des produits de termes plus simples, utili-
sant le fait qu'une densité jointe peut toujours s’écrire comme produit d"une
marginale par une conditionnelle :

13. Pour mémoire, cela conduit a construire la vraisemblance sur les observations qui suivent
les p premieres. Dans les expressions qui suivent, les indices sont choisis de sorte que T + p est la
taille totale de I'échantillon, yp, ..., Y-p+1 les conditions initiales, et y;,f = 1,...T les observations
sur lesquelles on écrit la vraisemblance conditionnelle a maximiser.

11



fr =1, 2, 1Yo, Y-1, - Y—ps1; B Zu)
= f(yrlyr—1,-- - Y2, Y1, Y0, Y=1, - -, Y—ps1; B L)
X f(yr-1,-- -, Y2, y1lyo, Y-1, - -, Y—p+1; B, L)
= fyrlyr-1,--- Y2, Y1, Y0, Y1, - - -, Y—p+1; B, L)
X f(yr-1lyr—2,- -+, Y2, Y1, Y0, Y1, - -, Y—p+1; B, L)
X f(yr—2, -, y2, ylyo, Y-1,- - -, Y—ps1; B, Zu)

f(yt'yt—lr Ye2..., y—p+1;,8/ ZH)

AN

1 - _
(2r) 2 2 exp |5 e = TV TE e - 6T
t

I
—_

La derniere égalité étant obtenue au moyen de 1'équation (34).

La log-vraisemblance conditionnelle s’écrit donc :

Tk T -1 1 : Ty \Ty-1 T/
1B, Z.) =~ log(2m) + 7 log(I=;') — 5 ) (v~ BTV =7 (v~ V) (36)
t=1

Les estimateurs du maximum de vraisemblance conditionnelle des para-
metres du VAR seront donc les solutions des systémes d’équation :

o0l(B, Ly)

5B = 0 et (37)
o0l(B, Ly)
o 0 (38)

— L’estimation des coefficients f3 :

Plut6t que de se lancer dans la dérivation, Hamilton va introduire les
estimateurs des OLS dans les écritures précédentes. Le VAR est en effet
constitué de k équations linéaires ayant toutes pk + 1 variables explica-
tives : chacune des variables expliquée y;,i = 1...,k est écrite sur une
constante et p valeurs retardées d’elle-méme et des k — 1 autres variables.
11 est donc possible d’estimer chacune de ces équations par les moindres
carrés ordinaires. Soit f§ la matrice correspondante a § remplie par ces
estimations OLS et é; = y; — BT Y,, le vecteur collectant les k résidus em-
piriques de ces régressions OLS au temps . On sait que ces résidus sont
par construction orthogonaux aux explicatives : Y Ye] =0.

12



On consideére ensuite le troisieme terme de (43), le seul faisant intervenir
B. C’est une somme de formes quadratiques construites sur une matrice
définie-positive. Etant affecté d"un coefficient négatif, il sera donc négatif
ou nul **. En conséquence si on veut maximiser la vraisemblance il faut
minimiser ce terme.

T
Y BT (v - BTY)
t=1
(yt - BTYt + ‘BATYt - ‘BTY,})T Z;l (yt — 3TYt + ﬁTYt - ‘BTY,})

e+ [p-8] yt)T v e+ [5_[5]%@)

T
=Yaslas), & wp-p v
t=1 t=1 \f"
(1,k) {(k1+kp)) <1+kp,1>
(1,1)
T

-1 15 1A

Y Y [p-plzie

t=1 e
transposée du terme précédent

Y7 [B-g|zt B8] Vo

D—i_ﬂﬂ

-
Il
—_

tr»ﬂﬂ
M“]

&t [p- ﬁ] Y,

t=1 t=1

Y-l B -] Vo

+
WMH

Le second terme de la derniére égalité est donc un scalaire. On sait
que la trace d"une matrice (1 X 1) est égale a I'élément qu’elle contient.
On vérifie donc, Yx € R, trace(x) = x. Par ailleurs si A et B sont deux
matrices ayant des dimensions telles que les produits AB et BA sont
possibles, alors trace(AB) = trace(BA). Ici, on voit qu’en posant A = &/

A T -
et B = X! [,8 - [5] Y}, on est en présence de matrices de dimensions

respectives (1 X k) et (k X 1) : la commutation du produit est possible.
Dans ces conditions :

14. Nulsiy; —p7Y; =0
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T

T
Y el [p-p| Vi =trace| Y &7 [B-p] Ve (39)
t;}
)y

t=1

= trace

T
A T —
= trace|Z,! [ﬁ - ﬁ] Z Y.e/
= 0 grace a 'orthogonalité de é; et Y;
Au total, si on reprend le troisieme terme de la log-vraisemblance on a :

T

T T
Y TV S T = Y T+ Y VT [B-p] =t B -] Ve
t=1 t=1

t=1

Ce terme que 1’on veut minimiser, est donc la somme de deux éléments.
Le premier est une forme quadratique de résidus non nuls sur une ma-
trice définie-positive. Il est donc strictement positif. Le minimum est
donc obtenu avec I'annulation du second élément, annulation qui est
obtenue en posant = .

Ce résultat est important : il montre que les estimateurs du maximum
de vraisemblance conditionnels des coefficients d'un VAR s’obtiennent
simplement en appliquant les OLS équation par équation. Cette facilité
d’estimation explique en partie le succes de la modélisation VAR.

L’estimation de la matrice X, :

La log-vraisemblance donnée par (43) évaluée en f§ = f3 est :

. Tk T
1B,%,) = - log(2m) + > log(1Z;']) -

N =

T
Y @'zle) o)
t=1

Cette expression est écrite en I, i.e. sur I'inverse de la matrice qui nous
intéresse. Il est en conséquence plus simple de considérer la condition
d’ordre 1 du probleme de maximisation en dérivantlalog-vraisemblance
par rapport a £;! . Normalement des contraintes supplémentaires de-
vraient étre prises en considération puisque 'on sait que X, est définie
positive et symétrique. Nous verrons que ceci n’est pas nécessaire : la so-
lution du probleme tel qu’il est posé appartenant déja au sous-ensemble
des matrices définies positives : les solutions du probleme général et du
probléme contraint sont identiques.

14



Sous réserve de satisfaire cette derniére contrainte, I’estimateur cherché
est donc l'inverse de la solution du systeme :

€t
—— =0 41
5! 2 6%t ox;! 4

1B, X)) _ TdloglZ!| 1i 0&7%,'e
B 2
=1
Nous allons considérer successivement chacune des dérivées du membre
de droite.

T 6 log =71
27 o
. . 0 log M| i~ ii
Soit une matrice M = {m;;}, on montre que —2— = m/', ot m/" est
nxn g
I’élément situé au croisement de la ligne j et de la colonne i dans M1,

o log|M| _

soit encore —%— = (M")~!. En effet :

n
IMI= ) (1) Tyl
i=1

ot [M; j| est le déterminant de M privée de la ligne i et de la colonne
j. En conséquence,

o |M| .

. = _1 1+] M i1,

Sy = M
et, si on se rappelle que l'inverse fait appel a la transposée de la
matrice des cofacteurs,

0 log M| 1 o ,
— - _1 1+] il = Jt
sy = MDA = m

1 «T 06 %'
e = ) . e
zzt_l 55,1

Soit M et la forme quadratique x"Mx = }Yi; Y.[; ximjjxj, ona:

(nxn)
6 xTMx
= XiX;
57711']' =y
soit, sous forme matricielle :
Ox"Mx T
=xx'.

oM
En appliquant ces deux résultats a (41), il vient :
SIBT) T, 1y
O ) _ —ZT—EZ@@? =0

-1 u
0%, 2 =

Ce qui conduit a l'estimateur :
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T T
- 1 A A 1 R
2y = T Z €t€;— = {Si,j}i,jzl,,,.lk = {T Z €it€jt}l . (42)
i,j=1,..,

On remarque que cet estimateur, recherché dans la classe des matrices
carrées, est de plus symétrique et défini positif : la prise en compte de
ces deux contraintes dans la maximisation aurait donc conduit au méme
résultat.

— La valeur de la log-vraisemblance a I’'optimum et test LRT sur 'ordre
du VAR

Au final, la valeur de la fonction objectif évaluée en f et £, est donnée

par:
Tk 1w
—— p— 1 —
B, £.) =~ log(2m) + log (£ - 2; z (43)
(1xk) (kxl)
[

Ly

Cette expression peut étre simplifiée en remarquant que le dernier terme
est un scalaire définit par des matrices dontle produit peut étre commuté.
En utilisant une démarche précédemment employée 1

Tk T 1 &
(B, £.) = = log(2m) + 7 log(|£,1™") ~ 5 trace Z (e7£7e)
| =1

Tk T 1 |&
_ &-1 Sl AT
=-= log(2m) + 5 log(IXu|™") - Etrace E (Z, éé, )]

T
Tk T PN | -1 A AT
=-5 log(2m) + 5 log(I12,7") — Etrace X, Z é€,

Tk T oo 1 e
== log(2m) + 2log(IZuI ) 2trace [Zu (TZM)]

Tk T o 1. T

= log(2m) + > log(I12,7") 2trace[(kik)]

Tk T oo Tk

=~ log(2m) + S log(IZul™) — 5 (44)

Avec cette écriture il est aisé de calculer des tests de type LRT notamment
sur l'ordre du VAR.

Pour mémoire, soient deux modeles M, et M., le second (modele contraint)
se déduisant du premier (modele non contraint) par 1'imposition d'un

15. Revoir ce qui est fait autour de 1'équation (39).
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nombre 7, de contraintes. Soient /. et /. les valeurs a 'optimum de leur
log-vraisemblances respectives. On sait déja que /,, > I, par ailleurs, si
les contraintes imposées sont vraies alors on peut montrer que :

LRT = —2(l. — I,,0) (45)

est la réalisation d’un x? a n. degrés de liberté.

On peut illustrer un cas type d’application de ce test : supposez un
échantillon constitué d’observations trimestrielles relatives a k variables.
Un premier VAR a été ajusté avec p = py retards. Soit donc :

Ye =c+ Z DQ; i + Uy (46)

dont on tire notamment I’estimation de X, notée ﬁu|,,=,,0 afin de montrer
sa dépendance au nombre de retards retenus dans le modele dont elle
est issue. On se demande si un modele avec seulement p; retards, avec
p1 < po ne serait pas équivalent empiriquement au précédent, ce qui
conduirait a la structure

yi =c+ Z D; ypi + uy 47)
et a une estimation de X,, notée ﬁulp=p1'
Dans cette situation, le modele non contraint correspond a (46) et le
modele contraint a (47), les contraintes faisant le passage du premier au

deuxieme étant la nullité des coefficients des explicatives retardées de
plus de p; périodes dans (46). Les hypotheses a considérer sont ainsi :

HO:®p 41 = Opyp = ... = Dy versus
H1:Jaumoinsuni,i€{p1+1,p1+2,...,po} tel que O; # 0
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Le test LRT associé a ce jeu d’hypothese est 1 :
LRT = =2[l. = I,.]
_z[iP=P1 - iP:PU]
-T [log |2u|p:p1 It - log |ﬁu|p:p0|_1] , grace a (44)
T [10g [Eujp=p, | = 10g [£uip=py

Sous HO, la quantité LRT est la réalisation d’un x? a (po — p1)k* degrés de
liberté 7.

2.4.2 L'estimation d'un VAR(p) sous Proc VARMAX dans SAS 9.3

Le calcul des estimateurs précédents est mis en oeuvre par la commande
MODEL. Afin d’estimer un VAR d’ordre 2 sur trois variables : y; = (y1t, Yor, Yat) T,
on pourra faire

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL y; y» Y3 / P=2;
run;

Par défaut, chaque équation incorpore une constante. La suppression de
celle-ci demande a ce que 1’on spécifie I’option NOINT. Par exemple :

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL y1 y» y3 / p=2 NOINT;
run;

L'incorporation de 1, — 1 indicatrices saisonnieres peut aussi étre gérée via
I'option NSEASON=#. Sur données trimestrielles, on pourrait faire :

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL y; Y2 Y3 / P=2 NOINT NSEASON=4;
run;

16. Dans les égalités qui suivent, on suppose que l'utilisateur a pris soin d’ajuster les deux
modeles sur le méme nombre d’observations T, ce qui entraine la disparition des termes constants
de (44) dans la troisieme égalité. Par exemple, sur un échantillon de taille 50, avec pg = 8etp; = 4,1a
vraisemblance du non contraint peut, a priori, étre évaluée sur 42 observations, les observations1a 8
constituant les conditions initiales. Celle du modele contraint peut étre évaluée sur 46 observations,
les conditions initiales étant constituée par les 4 premieres observations. Dans la suite d’égalités du
texte, on suppose que les deux vraisemblances sont calculées sur 42 points (observations des rang
9a50)

17. En effet, HO impose la nullité de (p, —p1) matrices, chacune de dimensions (k x k). En pratique
la question de la réduction de l'ordre du VAR peut étre importante. Pour montrer son intérét,
reprenons la configuration pg = 8, p1 = 4 et soit un VAR sur 6 variables (k = 6). Le passage de
8 a 4 retards économise 1'estimation de 4 X 62 = 144 coefficients, ott de maniére équivalente, fait
regagner 144 degrés de liberté, ce qui peut étre non négligeable au regard de la taille de 1’échantillon
disponible pour les estimations.
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Trois variables de type (0, 1) seront alors ajoutées a chacune des équations.

Au moyen de l'option TREND= on peut gérer l'incorporation a la liste des
explicatives d'un trend déterministe linéaire, TREND=LINEAR, ou quadratique,
TREND=QUAD.

I est également possible de réclamer 'estimation du VAR sur des diffé-
rences, identiques ou non, des variables 1, i, ,y3 via 'emploi de ’option DIFY :

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL y1 y» y3 / P=2 DIFY(1);
run;

réclame l'estimation de Ay; = ®1Ay;—1 + D1Ayi—o + u;. Il est possible de spécifier
une liste de différences : DIF(1,4) ajuste un VAR sur les observations créées
selon (1 —L)(1 - L*)y;. Ces opérations de différenciation peuvent également étre
différentes selon les variables. Ainsi :

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL Y1 Y2 Y3 / P=2 DIFYZ(yz(l) ]/3(1,4)),
run;

réalisera l'estimation d'un VAR(2) sur les observations (y1;, Aya;, AA4]/3¢)T.

Notez encore que P= peut préciser une liste de retards. Dans ce cas, seules
les variables retardées des ordres indiqués apparaitront comme variables ex-
plicatives. Par exemple sur données trimestrielles, un VAR saisonnier d’ordre
2, ot SVAR(2), d’écriture :

Vi=c+ D ya + Dosyeg + s (48)

sera ajusté par la commande :

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL i y2 y3 / P=(4,8);
run;

Ainsi, 'option P=2 est équivalente a l'option P=(1,2). Enfin I'option P=0 en-
traine automatiquement la sélection d"un ordre optimal via le calcul d"un critere
de sélection. La valeur par défaut de P étant 0, il en va de méme si 'option P=
n’est pas renseignée dans la ligne de commande '8.

La méthode d’estimation est gouvernée par I’option METHOD=, maximum de
vraisemblance conditionnelle vu précédemment via METHOD=LS, ou maximum
de vraisemblance exact par METHOD=ML.

18. Nous n’avons détaillé que des spécifications de type VAR(p). L'extension de la commande
MODEL a des VARMA(p,q) est immédiate. On fera par exemple MODEL y; v y3 / P=2 Q=1; pour
ajuster un VARMA(2,1).
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Les modalités d’impression des résulats sont gouvernées par les options
PRINTALL et/ou PRINTFORM=. Cette derniére peut prendre trois valeurs :

— PRINTFORM=UNIVARIATE : les résultats sont affichés variable par variable,

— PRINTFORM=MATRIX : les résultats sont présentés sous une forma matri-
cielle,

— PRINTFORM=BOTH : affichage selon chacun des deux formats précédents.

L’'option PRINTALL active notamment PRINTFORM=BOTH ainsi que l'impression
de la plupart des statistiques calculées par VARMAX 1.

2.4.3 Estimation SURE de Zellner

Cette section n’apporte aucun résultat nouveau par rapport aux précé-
dentes : elle constitue pour 1'essentiel une révision rapide de l'estimation GLS
et une présentation de son application a l'estimation d’une ensemble de co-
efficients d"'un modele a équations simultanées linéaires apparemment indé-
pendantes (Seemingly Unrelated Regressions), ainsi qualifiées parce qu’elles ne
sont liées que par des covariances non nulles entre leurs résidus.. A ce titre, les
estimateurs SURE proposés par Zelner(1962) 2 sont justifiés pour estimer les
coefficients d'un VAR. On montrera que l'on est alors dans un cas particulier
pour lequel I'estimation SURE est équivalente a une succession d’estimations
OLS réalisées sur chacune des équations du VAR.

rappel : les GLS et FGLS Dans le cas des Moindres Carrés Généralisés, on

a une variable expliquée y , un ensemble de k explicatives (%{) et I'équation
(T ’
usuelle
y=Xp+u (49)

A la différence du cadre OLS, on admet toutefois que le résidu u bien que
toujours centré possede une matrice de variance-covariance ¥, # ¢*I. Dans
cette configuration 'estimateur des OLS ﬁOLs = (XTX)'1XTY reste non biaisé
mais n’est plus a variance minimale. L'idée est alors de transformer les va-
riables de 1’équation précédente pour arriver a une équation ayant toujours
les beta comme coefficients et un résidu possédant une matrice de variance-
covariance oI, de sorte que les estimateurs OLS appliqués a ces transformés
retrouvent 1'ensemble de leurs propriétés. L'objectif est donc de diagonaliser
la matrice définie-positive X,. Pour cela, on peut par exemple utiliser une
décomposition de Cholesky. Soit donc une matrice P triangulaire inférieure
inversible, & éléments positifs sur la diagonale telle que =, = PPT. En prémul-
tipliant cette derniére égalité par P~! et en la post-multipliant par PT~! il vient

19. On peut également mobiliser I'option PRINT(liste d’objets),cette liste étant constituée de
mnémoniques référencant diverses quantités, par exemple CORBB est la matrice de corrélation des
f3, CORRY celle des variables constituant y;, etc...(voir 'aide de VARMAX pour la liste exhaustive.)

20. L'estimateur SURE a été proposée par Zelner : Zellner, A., An Eficient Method of Estimating
Seemingly Unrelated Regressions and Tests for Aggregation Bias, J. Am. Stat. Assoc, 57, 348-368 (1962).
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p1y,PT-1 = p1ppTPT-1 = 12! Dans ces conditions la matrice de var-cov de
il = P~'u est la matrice identité : les i vérifient I’hypothese d’orthogonalité et
d’homoscédasticité. Pour retrouver des estimateurs sans biais et a variance mi-
nimale pour , il suffit d’arriver & une régression dans laquelle les coefficients
d’intérét 5 sont toujours les coefficients des explicatives mais ayant i comme
résidus et non pas u.

Ceci est obtenu aisément en multipliant la régression d’origine par P~!

Ply=P'Xp+Plue y=Xp+i (50)

en conséquence on obtient ’expression de l'estimateur s qui est I'estimateur
OLS appliqué aux variables transformées :

Bors = (XTX) ' Xy = (XL, X) XLy (51)

est un estimateur sans biais et a variance minimale de f.

Le résultat précédent suppose que X, est connue. Lorsque ce n’est pas le
cas, il faut trouver une matrice Zu qu1 soit un estimateur convergent de Z,. Les
estimateurs des moindres carrés quasi généralisés (Feasible Generalized Least
Squares) sont alors donnés par :

Brars = (XTEX)TIXTE Y (52)

Rappelez-vous qu’a distance finie on ne connait en général pas la distribu-
tion de Brcrs et que si on ne dévie "pas trop" des hypothéses de base des OLS,
alors ‘BOLS peut fort bien étre plus efficace que ﬁchs

Les estimateurs SURE On se trouve maintenant face a un systéme de k va-
riables expliquées et chaque expliquée y; possede son propre modele de régres-
sion, soit
inX,‘ ﬁi+u,~,i=1,...,k (53)
(T,1)y  (Tkdk;,1) (T
et sur chacune de ces k régressions on suppose que les hypotheéses usuelles des
OLS sont vérifiées. On peut naturellement empiler ces k régressions pour n’en
former plus qu'une :

= X B+ u, (54)
1) L k)T k1) CTD

selon,

21. On utilise ici la décomposition de Cholesky, mais on pourrait tout aussi bien utiliser la
décomposition en valeurs et vecteurs propres, i.e. écrire £, = CAC', avec C la matrice des vecteurs
propres vérifiant CCT = I et A la matrice diagonale formée des valeurs propres de £,. On aurait
alors dans les écritures du texte une matrice une matrice P définie par P = CA/2CT.
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n X1 0 0 . 0 ﬁl [Z5%
Y2 0 X, 0 ... O ﬁz Up
= A (55)

Yk 0 0 Ce Xk ﬁk Uy
Ces régressions ne sont cependant pas indépendantes : on admet I’existence de

covariances instantanées non nulles entre les séries de résidus u;,i = 1,...,k.
Ainsi cov(uj, ujt) = o;j et donc,

oulr owlr ... owlr
owlr oxlr ... oxlr

Y. =Euwu")=| . ) . ) (56)
owlr  oxlr ... oplr

ou Iy est la matrice identité (T X T).

Dans ces conditions, 1’équation (54) est caractéristique d’un modele de ré-
gression pour lequel, a £, connu, les GLS donnent des estimateurs de f sans
biais et a variance minimale. On obtient donc :

Bsure = (XTE,' X)Xy (57)

En notant ¥ = {0;;} on peut encore écrire X, comme :
ij=1,.k

Yy = L ®Ir (58)
kTkT) (k)

ol ® désigne le produit de Kronecker?* . Il est alors possible de simplifier
I'expression de l'estimateur SURE en utilisant le fait que si A et B sont deux
matrices inversibles alors (A® B) ' = A'®@B ! et:

Bsure = (XTE,'X)'XTE Ny (59)
=X INX) !XT (T @)y (60)
_ k 1
JMXTX) o2(XTXy) ... ok xTX) (X |[Emo i
(X X1) 02(X, %) ... o*OGX) | |XT [T 0¥y
= ' . : . . (61)
k1 , k2 , . kk , : :
o (X;Xﬂ g (X;{I—XZ) .. 0 (X;—Xk) XkT [Zile O'klyi]
22. Pour mémoire, soit deux matrices A et B, avec A = {aij},i =1,...L,j=1,...M,alors
(lllB alzB . a]MB
a21B ElzzB . azj\/[B
A®B=
aL.lB aL.gB . . uLI;,IB
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ou X1 =g,

Sous cette forme, on peut mettre aisément en évidence deux cas dans les-
quels l'estimateur SURE de § est identique a 1’estimateur de  que 'on obtien-
drait en appliquant les OLS équation par équation :

1. Lorsque les covariances entre les résidus des k équations sont orthogo-
naux entre eux, i.e. lorsque 0;; = 0, si i # j. Dans ce cas :

" (X] X1) 0 .. 0 B "Xy @1,0L5

B‘ 0 GZZ(X;XZ) ce 0 UZZX;—yz ‘BQ,OLS
SURE = ) . . ) ) =| .

0 0 .. okk(X];er) Gka,;r Yk Brots

Fintuition de ce résultat est évidemment que si les covariances entre les
résidus sont nulles, alors les k équations ne sont pas seulement appé-
remment indépendantes : elles ne partagent linéairement aucune infor-
mation en commun et il n'y a aucun avantage a considérer le systeme
d’équations plutdt que chacune prise isolément.

2. Lorsque les explicatives des k régressions sont identiques, i.e. pour X; =
Xo,i=1,...,k, soit dans (54) lorsque

T,k()
Xo O 0o ... 0
0 X 0 ... 0O
X =|. . =L ® Xo
(kT kko) : . : kk  Tko
0 0o ... X

L’écriture VAR correspond précisément a ce cas particulier, X, étant alors
constitué des valeurs retardées de toutes les variables constituant y.
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Il vient, en reprenant (60) et la distributivité de 'opérateur ® 2 :
Bsure = (X" (X' @ INX) ' X (ZT @)y
-1
= (e X) T @I ® X)) (k®X0) (E7 ® Iy

- (2@ XIX0) (Z7 @X])y (distributivité de ®)

(Ik ® (XTXO)_lXT) y (regle d’inversion et distributivité de ®)
(X5 Xo) ' Xy v

(XTXO) 1XT

(XJXo)‘lXJyk

@10Ls
BoLs

ﬁkOLS

C.Q.ED.

Notez encore que les estimateurs SURE donnés par (57) sont également
utiles pour estimer des systemes d’équations qualifiés de near-VAR, i.e. des VAR
dans lesquels sont imposés des contraintes sur les coefficients, tres souvent des
contraintes de nullité, dont les conséquences sont que le nombre de retards
de chaque explicative et/ou les listes des explicatives peuvent différer entre les
équations %,

2.4.4 La détermination de I’ordre du VAR

Dans les développements précédents nous avons vu, a p donné, comment

estimer les coefficients du VAR(p) ainsi que L, la matrice de variance covariance
des résidus. La question qui reste en suspend est celui de la détermination de
I'ordre vrai du processus p.
Ce point est important. Par exemple, si on surestime 1’ordre vrai, alors 1'in-
clusion d’explicatives non pertinentes dans les équations accroit 1’erreur qua-
dratique moyenne des prévisions tirées du VAR. D'un autre coté, sa sous-
estimation génere des autocorrélations dans les résidus du VAR.

Afin de fixer une valeur raisonnable pour p, une premiere solution qui utilise
certains de nos précédents résultats mais n’est cependant pas recommandée est
de mettre en oeuvre des tests de type LRT. On peut en effet imaginer d’estimer

23. Rappel : pour des matrices de tailles adaptées, (A ® B)(C® D) = AC® BD.
24. Avec SAS, ces estimateurs sont obtenus via la Proc SYSLIN et son option SUR.
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un VAR d’ordre pg avec pg relativement élevé puis de mener un test de

HO :p =po — 1 versus
Hl:p=po

avec k variables, sous HO, le test serait la réalisation d'un x> a k2 degrés de
liberté 2. En cas de rejet, on reste sur p = py, ot éventuellement, on teste 1'op-
portunité d’augmenter py d"une unité. En cas denon rejet, on passeap = pp—1et
on reprend la logique précédente en se demandant s’il n’est pas déraisonnable
de baisser ce nombre de retards d’une unité. L’objectif étant qu’a la fin de ces
tests séquentiels, on soit conduit a retenir un p* tel que en opposant HO : p = p*
versus H1 : p = p* + 1 on ne rejette pas HO, et, en opposant HO : p = p* -1
versus H1 : p = p* on rejette HO. Le probléme avec cette démarche % est que 1’on
ne maitrise pas le seuil de risque qui permet de sélectionner p* a l'issue d'une
succession de tests qui sont individuellement réalisé a un seuil @, méme si ce
dernier est clairement identifié 7.

1. L'emploi des critéeres de sélection : une démarche couramment em-
ployée pour éviter la difficulté précédente est de recourir aux criteres
de sélection vus au premier semestre. Si on considére un modele M, on
sait que I'expression générale des criteres associés a ce modele est de la
forme :

2y km g(T)

Tt (62)
ot [y est la log-vraisemblance du modéle M considéré, ky, le nombre de
coefficients que 1’on doit estimer avec ce modeéle, et g(T) une fonction de

pénalité spécifique a chaque critere.

Criterey = —

Dans le cas des modeles VAR(p), et compte tenu de 1'expression de la
log-vraisemblance qui leur est associée, donnée par (44), il vient, pour
les principaux criteres utilisés que sont Akaike (AIC), Schwarz (BIC) et
Hannan et Quinn (HQ) :

25. Car test de la nullité de k coefficients correspondant a chacune des variables retardées de py
et cela dans les k équations.

26. Démarche qualifiée de "general-to-specific" : on part d'une valeur initiale de p relativement
élevée et on cherche a la réduire par une succession de tests, la démarche inverse "specific-to-
general" partirait d"un p faible, par exemple 0 et chercherait le p optimal en I’augmentant. Lorsque
ce type de procédure itérative est utilisée, on recommande de suivre la démarche "general-to-
specific".

27. Dit autrement, avec cette démarche, on effectue un test conditionnellement a la conclusion
tirée d'un test réalisé précédemment. Or ce dernier est toujours soumis a un risque d’erreur : on
ne peut pas considérer que la conclusion est certaine : par exemple, il existe toujours un risque de
montant a d’avoir rejeté a tort une hypothese vraie. En conséquence, méme s’il est aussi mené au
seuil nominal &, le second test n’est plus réalisé a un seuil réel a, ce qui serait le cas uniquement si
on était certain de la conclusion du premier.
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Akaike :

81 =2,

AIC = k[1 + log(2m)] + log(lflu(p)l) + %pk2 (63)
Schwarz :

8(T) = logT,

BIC = k[1 +log(2m)] + log(|Zu))) + 1O%T;ak2 (64)

Hannan-Quinn :
g(T) =2loglogT,
2loglog T

TPk (6)

HQ =k[1 +1log(2n)] + log(lf.u(p)l) +

On se souvient que, quel que soit le critere choisit, la regle est de sélec-
tionner le modele pour lequel ce critere est minimum ?%. En pratique, on
se fixe un ordre de retard maximal p,,y, la recherche du retard optimal
se faisant sur la famille de modeles crée par p = 0,1,2,..., Pruax-

— Le modele vrai est d’ordre fini et est présent dans la famille de

modeles concurrents :

On retrouve alors les caractéristiques vues dans le cadre univarié :
lorsque le modele vrai est dans la famille des modéles concurrents
alors AIC tend a surestimer 1'ordre vrai alors que BIC et HQ sont
asymptotiquement consistants . Comme d’habitude, il faut toute-
fois se poser la question de la validité des propriétés asymptotiques
lorsque I'on applique ces outils sur des échantillons finis. les études
de Monte Carlo sont de ce point de vue particulierement utiles. Dans
un travail de 1985, Liiktepohl compare les performances de diffé-
rentes procédures de sélection de 1’ordre du VAR en utilisant comme
critere les performances en prévision du modele sélectionné. Sur cette
base les criteres BIC et HQ seraient préférables a AIC 3. La généralité

28. Ce qui explique que vous trouverez souvent des formulations de AIC, BIC et HQ qui ne
font pas apparaitre le terme constant k [1 + log(2m)] : la valeur de p qui minimise un critére est
évidemment la méme que I'on incorpore ou pas cette constante dans son expression

29. Si on note p* I'ordre vrai du VAR, p I'ordre sélectionné avec un de ces criteres, on a d'une
part avec les 3 criteres limPr[p < p*] = 0, d’autre part limPr[p = p*] = 1 avec BIC et HQ, et enfin

T—o0 T—o0

limPr[p > p*] > 0 avec AIC. On peut cependant rappeler que Shibata montre que cette probabilité

de surestimation décroit avec la dimension k du VAR et devient pratiquement négligeable lorsque
k > 5 (Shibata, Some Properties of the Order of an Autoregressive model selected by the Generalization of
AkaikeSs EPF Criterion, Biometrika, 1977 64(3),547-551.)

30. Liitkepohl, H. , Comparison of criteria for estimating the order of a vector autoregressive process.
Journal of TimeSeries Analysis 14, 47-69 (1985).
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de cette conclusion doit toutefois étre relativisée : I'estimation d’un
VAR peut obéir a d’autres objectifs que la construction de prévisions.
On peut par exemple citer les résultats obtenus par Ivanov et Kilian 3!
ot Kilian ¥ qui jugent de la performance d’un critére par sa capacité
a sélectionner le modeéle fournissant les fonctions de réponse les plus
précises . Dans 1’ensemble, le critére AIC est alors préférable aux
deux autres. On peut avoir l'intuition de ce résultat. En effet, dans
I'exercice considéré, il s’agit de retrouver I'écriture VMA, c’est a dire
une structure de retards infinie. Dans ce cas, partir d'une structure
autorégressive finie trop parcimonieuse risque d’étre dommageable.
Or, sur des échantillons de tailles finis, les deux critéres consistants
BIC et HQ ont tendance a retenir des ordres inférieurs a celui retenu
par AIC. Fondamentalement, ce que ces travaux semblent enseigner
est que, dans le choix de tel ou tel critere, ce n’est pas tant la sélection
de l'ordre vrai du VAR qui est importante que 1'utilisation que 1’on
veut faire du VAR estimé.

On notera aussi que dans leur travail de 2005, Ivanov & Kilian re-
commandent de ne pas employer une procédure séquentielle telle
que la succession de tests LRT discutée auparavant. Sur ce point, en
revanche, les simulations réalisées par Hatemi et Hacker ** sont favo-
rables a 'emploi du test LRT lorsque les ordres sélectionnés par BIC
et HQ different. Notez qu'il ne s’agit toutefois pas d'une application
séquentielle. Par exemple, sil’ordre sélectionné par BIC est supérieur
a celui retenu par HQ, soit ppic > pHg, le test portera sur HO : p = puo
versus H1 : p = ppic.

On peut également s’interroger sur les performances des criteres
lorsque les séries possedent de la saisonalité. Cette question est abor-
dée dans la classe des VAR saisonniers * par Kadilar et Erdimir . Ils
observent alors une forte dégradation de la capacité de AIC a retrou-
ver I'ordre vrai d’un modéle SVAR simulé. Dans un autre travail %7,
ces mémes auteurs considerent a la fois des VAR et des SVAR. Ils

31. Ivanov, V.& Kilian, L., A Practitioner’s Guide to Lag Order Selection For VAR Impulse Response
Analysis, Studies in Nonlinear Dynamics & Econometrics. Volume 9, Issue 1, Pages -, ISSN (Online)
1558-3708, DOI : 10.2202/1558-3708.1219, March 2005.

32. Kilian, L., Impulse response analysis in vector autoregressions with unknown lag order, Journal of
Forecasting, 20, 161-179 (2001).

33. Ces fonctions de réponses servent a étudier la propagation des chocs a l'intérieur d'un
systéme décrit par un VAR. Elles sont étroitement liées a la réécriture VMA infinie d'un VAR stable.
Nous les étudions dans une des sections qui suivent.

34. Hatemi-], A.; Hacker, R. S.Can LR Test Be Helpful in Choosing the Optimal Lag order in the
VAR Model When Information Criteria Suggest Different Lag Orders ?, Applied Economics 41, 09 (2009)
1121-1125" DOI : 10.1080/00036840601019273

35. Conformément a 'écriture des processus univariés déja vu, le SVAR possede la structure
suivante : ©(L%)y; = u;, avec ®y(L%) = (I — L5 - DpLB — . — <I>1U’5).

36. Kadilar, C. & Erdemir, C. , Modification of the Akaike information criterion to account for
seasonal effects, Journal of Statistical Computation and Simulation, 2003, Vol. 73(2), pp. 135-143.

37. Kadilar, C. & Erdemir, C. , Comparison of performance among information criteria in VAR and
Seasonal VAR Models, Journal of Mathematics and Statistics, 2002, Volume 31 , 127-137
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concluent que pour retrouver l'ordre vrai des modeles simulés, le
critere AIC est moins performant que HQ, ce dernier étant lui-méme
inférieur a BIC. Dans la classe SVAR, ils déconseillent I'emploi de
AIC et HQ.

— Le modeéle vrai est d’ordre infini :

Ce cas mérite d’étre considéré en raison de sa fréquence d’appari-
tion sur données réelles. Par exemple, tout processus VARMA(p,q)
inversible a une écriture VAR(c0) équivalente. On sait également
que la somme de VAR d’ordres finis a toute les chances d’étre un
VARMA(p, q), g > 0. Or de nombreuses séries économiques sont des
séries agrégées et/ol1 integrent des sommes de chocs : la probabilité
que la majeure partie de ces variables, méme stationnaires, soient des
VARMA et des VAR(co) est certainement plus grande qu’elles soient
des VAR(p,0). La question est alors de trouver un VAR(p), p < oo, qui
donne une bonne approximation du vrai modele. Ce dernier s’écrit
alors :

ye=c+ Z Dy + 1y (66)
t=1
avec u; processus en bruit blanc. Son approximation d’ordre p est
donnée par :

p
Ye=¢p + Z q)p,iyt—i + Up,t (67)
t=1

Dans ce cadre, on congoit aisément que le parametre p, qui est alors
un parameétre de troncature puisqu’on néglige tous les retards qui
lui sont supérieurs, doit évoluer avec la taille de 1’échantillon T. Plus
précisément, p doit augmenter avec T car d’'une part la qualité de
I'approximation doit s’améliorer lorsque p augmente et, d’autre part,
on peut d’autant plus accroitre p que le nombre d’observations est
important. On trouve alors dans la littérature des résultats sur cette
dépendance de p a T notamment sil’objectif est d’obtenir via l’estima-
tion de (67), des estimateurs CT),,,I- convergents et asymptotiquement
gaussiens des matrices @;,i = 1,...,p. Ainsi, les travaux de Berk 3Bat
Lewis et Reinsel * montrent que c’est le cas si p vérifie simultané-

38. Berk, K.N., 1974,Consistent autoregressive spectral estimates, Annals of Statistics 2, 48907502.
39. Lewis, R. & G. Reinsel, 1985, Prediction of multivariate time series by autoregressive model fitting,
Journal of Multivariate Analysis 64, 3930 411.
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ment :

%im p*/T = 0: p ne doit pas augmenter trop vite, et

Tlim VT Z ®; = 0: p ne doit pas augmenter trop lentement
P
i=p+1

Ng et Perron*’ ont d’ailleurs montré que les criteres de type AIC,
BIC et HQ ne respectaient pas la derniére condition et conduisaient
a sélectionner un modele tronqué dont les coefficients estimés sont

des estimateurs biaisés des matrices correspondantes dans le vrai
modele.

En revanche, Kuersteiner *! justifie l'emploi d'une procédure séquen-

tielle de test du type general-to-specific : soit J(p) la statistique de test

utilisée pour tester la nullité des coefficients afférents au dernier re-
tard p. La démarche consiste a partir d'un p,,, respectant les deux
conditions précédentes,

— aretenir p = p si, pour un seuil de risque fixé a, [(p) est la premiere
statistique de la séquence J(p), P = Pmax, Prax—1, - - -, 1 autorisant le
rejet de HO.

— a retenir p = 0 si HO n’est jamais rejetée pour tous les p =
Pmaxs Pmax=1,++ -, 1

Cependant, indépendamment du mode de détermination de pjax,
on retrouve la difficulté soulignée auparavant : les statistiques J(p)
ne sont pas indépendantes entre elles et donc la la loi marginale de
J(p)n’estpascellede J (p|J(p +1),..., J(Pmax)). En d’autres termes, les
valeurs critiques utilisées, par exemple tirées d’une loi de x? dans le
cas de l'application d’'un test de type LRT ou Wald, pour statuer sur
la significativité de J(p) ne sont sans doute pas les bonnes.

Fort heureusement, dans le méme article, Kuersteiner justifie égale-
ment le recours a une procédure de sélection faisant appel au critere
AIC qui permettrait I'obtention d’estimateurs de &, ; via l'ajustement
du VAR(p) tronqué (67) qui seraient asymptotiquement gaussiens et
convergeraient ver les @; de (66) notamment lorsque le VAR(co ) est
la réécriture équivalente d'un VARMA(p, q). La démarche a suivre
consiste alors

— ase donner une valeur py,» qui dépende de T de fagon a respecter
les conditions de Berk et Lewis & Reinsel , par exemple de la
forme pyax = (log T)", avec 1 < a < oo,

40. Ng, S. & P. Perron, 1995, Unit root tests in ARMA models with data-dependent methods for the
selection of the truncation lag, Journal of the American Statistical Association 90, 268-281

41. Kuersteiner, G., 2005, Automatic inference for infinite order vector autoregressions, Econometric
Theory , Volume 21, pp 85-115.
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— et, si on note pajc 1'ordre sélectionné par AIC parmi l’ensemble
p=0,12,..., P, & retenir comme ordre pour le VAR tronqué
I'entier p = M paic, o M est une constante prise arbitrairement et
telle que M > 2.

Dans VARMAX, I'option MINIC permet de réaliser cette recherche d'un
ordre optimal au moyen de plusieurs criteres de sélection. Outre les
trois discutés auparavant, il est possible de calculer un critere AIC
corrigé, qui est le critere utilisé par défaut, et un critére FPE, pour "fi-
nal prediction error", fondé sur la matrice de variance covariance des
erreurs de prévisions a une période ou MSE(1). La syntaxe est la sui-
vante MINIC=(TYPE=critere P=entier Q=0 PERRORS=entier) *2.Les
mnémoniques a employer pour spécifier le critere choisi sont préci-
sées ci-apres avec un rappel de leur expression. Dans celles-ci, * est
le nombre de parametres estimés dans le modele considéré 43 :

— TYPE=AIC pour Akaike,

AIC =1log (|Z) + % (68)

— TYPE=AICC.
SUGIURA # a suggéré une correction du biais de surestimation
afférent a AIC visant a augmenter la probabilité de sélection de
'ordre vrai notamment sur petits échantillons. Cela se traduit par
une augmentation de la pénalité liée au nombre de parametres a
estimer. Le critere AIC corrigé, AICc se définit alors comme :

= 2r
AlCc = log (|2u|) + T——T‘/k (69)

Hurvich et Tsai *° soulignent une amélioration notable de la capa-
cité de sélectionner le vrai modele en utilisant AIC¢ par rapport
a AIC. Par ailleurs ces mémes auteurs ¢ concluent, au moyen de
processus AR(c0) simulés, que les MSE des erreurs de prévisions
tirées des AR d’ordre fini sélectionné par AIC¢ sont toujours in-
férieures au MSE des erreurs issus des modeles retenus par AIC
ou BIC.

42. Pour rester dans la classe VAR, penser a spécifier Q=0 : si vous n'imposez pas la nullité de Q, la
procédure va prendre la valeur par défaut de ce parametre qui est 5. Par exemple, MINIC=(type=AIC
p=8) va construire la famille de processus concurrents VARMA(p,q) avecp = 1,...,8etqg =0,...,5.

43. r peut différer de k(pk + 1) si, outre la constante et I'ensemble des y; décalés, les équations
contiennent par exemple un trend, des indicatrices saisonniéres, oi1 d’autres explicatives comme
dans le cas d'un VARX.

44. SUGIURA, N.,Further analysis of the data by Akaike’s information criterion and the finite corrections,
Comm. Statist. A 7, 1978, 13-26.

45. Hurvich, C. M. & C.-L. Tsai, Regression and time series model selection in small samples, Biometrika
76,1989, 297-307.

46. Hurvich, C. M. & C.-L. Tsai, Bias of the corrected AIC criterion for underfitted regression and tinme
series models, Biometrika 78, 1991 pp. 499-509.
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— TYPE=FPE pour le critere FPE.
Premier critére proposé par Akaike %/, il est fondé sur une estima-
tion de la MSE des erreurs de prévisions a une période. L'idée est
de sélectionner le processus qui minimise cette MSE. Son expres-
sion est : ;
T+r/ k) 70)

T—r/k

ot /k est donc le nombre de parametres a estimer dans chacune
des équations du VAR.

Shibata *® a souligné 1’équivalence asymptotique des criteres AIC,
FPE, et AICc. Une conséquence est qu’ils sont tous trois non
consistants au sens ol la probabilité de surestimation de 1’ordre
vrai est non nulle méme sur tres grands échantillons.

FPE = |Eu|(

— TYPE=HQC pour Hannan et Quinn,

— 2rloglog T
HQC = log (IZuI) L oso8 (71)
T
— TYPE=BIC ou TYPE=SBC pour Schwarz,
= rlog T
BIC = SBC = log (IZ.|) + - (72)

Lorsque seul MINIC est spécifié, la procédure évalue uniquement le
critere AICc : c’est le critere employé par défaut.

P= va préciser la valeur de pjux, 1'ordre du processus VAR le plus
élevé dans la famille des processus concurrents. Par exemple, P=8
fera une recherche de p dans 0,1, ..., 8. Il est aussi possible de pré-
ciser I'ordre inférieur avec la syntaxe P=(Pyuin : Pmax) - Si on ne donne
aucune valeur a P, la procédure utilise par défaut P=(0:5).

Dans PERRORS=entier, la valeur de entier impose 'ordre du VAR

qui sera estimé afin de récupérer IZ,]. En effet, VARMAX n’estime pas
tous les modeles concurrents : elle utilise les résidus de cette premiere
approximation pour construire I'estimateur de |[X,| qui entre dans les
expressions des divers criteres. En conséquence, la valeur imposée
a PERRORS doit étre relativement large. Par défaut, elle est égale a la
valeur py., précisée dans P=.

On aura par exemple :

47. Akaike, H. Statistical predictor identification. Ann. Ins. Statist. Math., 22, 1970, 203-217.
48. Shibata, R., An optimal selection of regression variables, Biometrika, 68, 1981, pp. 45-54.
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PROC VARMAX DATA=...;
MODEL 11 v¥2 ¥3 / MINIC=(TYPE=BIC P=8 Q=0);
run;

En plus del’affichage des valeurs du critere pour les modeéles concurrents
spécifiés, VARMAX réalisera automatiquement l'estimation du processus
optimal, i.e. celui pour lequel le critere en question est minimal.

Une derniére remarque sur 'utilisation de ces criteres : lorsque 1'on fait
une recherche sur p = 1,..., P sur des séries observées de t = 1 a
t = T, et que I'on utilise I’estimation par le maximum de vraisemblance
conditionnel, le nombre d’observations sur lequel est calculée la vrai-
semblance du VAR(p) varie avec p puisque par défaut, le logiciel va
construire cette vraisemblance sur T(p) = T — p points oit T est ici la
taille de I'échantillon disponible #°. Si on regarde I'expression générale
des criteres, on voit que plusieurs ajustements sont possibles : Partant
de (62) :

2l n 8(T(p))

T(p) T(p)

on peut imaginer de faire un ajustement de type OLS sur la partie vrai-
semblance, i.e, prendre pour L, 'estimateur 41" /(T — p — ky) plutot que
a7 /T. On peut aussi vouloir faire cette correction sur la composante
associée a la pénalité, i.e. g(T —p)/(T —p) de préférence a g(T)/T. Sur des
échantillons de grandes tailles ces corrections ne changent évidemment
rien, mais il n’en va pas de méme lorsque T est relativement faible, ce
qui arrive assez souvent en pratique. Ces aspects ont été étudiés par Ng
et Perron®® via un ensemble de simulations. Leur travail montre d'une
part que la conclusion, c’est a dire la sélection de l'ordre du VAR op-
timal, est surtout dépendante du nombre d’observations sur lequel la
vraisemblance est construite et, d’autre part, que ce nombre doit étre
identique pour tous les modéles concurrents. En d’autres termes, quel
que soit p, 0 < p < Py, tous les modeles concurrents, VAR(p), devraient
étre estimés sur T(p) = T — pyuax Observations.

Criterey; = —

2. Lesmatrices de corrélations partielles : un autre outil d’aide a la décision
peut également étre utile : nous savons que pour un AR(p), la fonction
d’autocorrélation partielle s’annule au-dela de p. On peut généraliser
ce résultat : pour un VAR(p), les matrices d’autocorrélation partielles
s’annulent également au-dela de p retards. Des équations de Yule-Walker
relientles matrices de corrélation I'aux matrices de corrélations partielles

49. Rappelez-vous la note de bas de page 16.
50. Ng, S. & Perron, P., PRACTITIONERS’ CORNER A Note on the Selection of Time Series Models,
Oxford Bulletin of Economics and Statistics, 2005, 67, 1, pp. 115-134.
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D, selon :

m
Iy = Z Toi®im, k=1,2,...,m (73)
i=1
Onretrouve les mémes caractéristiques que celles énoncées dans le cadre
univarié : si le systeme est un VAR(p) alors ces matrices de corréla-
tion partielles vérifient ®,, = ®, et ®,,, = 0, pourm > p. En pra-
tique, a condition de préciser dans la commande model... I’option
print=(parcoef), la procédure VARMAX donne un visuel permettant de
repérer les coefficients significatifs et non significatifs dans les matrices
de corrélations partielles, visuel devant permettre de mettre en évidence
assez aisément 1'ordre p au-dela duquel ces matrices seraient nulles.

2.5 Les outils de validation

Dans un VAR(p), p < 0, le processus u; est un processus en bruit blanc et
donc les autocorrélations de u; avec u;,s sont nulles pour s # 0. Dans un VAR
d’ordre infini, 'approximation par un VAR(p) fini est satisfaisante si ces au-
tocorrélations peuvent étre considérées comme négligeables. En conséquence,
comme pour les processus univariés, il faut s’assurer que cette hypothese d’ab-
sence de corrélation est raisonnable pour le processus sélectionné. Lorsque de
l'autocorrélation résiduelle est détectée, la procédure usuelle est d’augmenter
I'ordre du VAR en espérant que cela finisse par la gommer.

Dans la proc VARMAX, on dispose de plusieurs outils pour réaliser cet ob-
jectif :

— Un ensemble de tests univariés qui vont porter successivement sur cha-
cune des séries résiduelles des k équations.
Pour obtenir ces statistiques, il suffit de mettre le mot clef DIAGNOSE dans
l'option PRINT de la commande MODEL.Par exemple :

PROC VARMAX DATA=...;
MODEL 11 v2> Y3 / P=2 LAGMAX=8 PRINT=(DIAGNOSE);
run;

— unensemble de graphiques portant également sur les résidus de chacune
des équations : fonctions d’autocorrélation, d’autocorrélation partielle,
d’autocorrélation inverse, et de statistiques de Ljung-Box. Ces graphes
vous sont normalement familiers depuis que vous connaissez la procé-
dure ARIMA. IIs ne sont donc pas présentés par la suite.

IIs sont obtenus via I'option PLOTS qui apparait dans la ligne d’appel de
la Proc VARMAX, avec le mot-clef residual (diagnostics) :

PROC VARMAX DATA=... PLOTS=(RESIDUAL (DIAGNOSTICS));
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MODEL 1 y» y3 / P=2 LAGMAX=8 PRINT=(DIAGNOSE);
run;

— Un test multivarié qui est une généralisation de la statistique de Box-
Pierce.

1. Lest tests univariés : Ceux-ci sont au nombre de quatre :

(@)

(b)

(©)

Un test de Durbin-Watson. Comme vous le savez, celui-ci teste la
nullité de 1’autocorrélation d’ordre 1 dans la série résiduelle en sup-
posant que l'alternative au bruit blanc est un processus AR(1). Dans
le cas présent, cette statistique n’est pas particuliérement intéressante
dans le cas de non rejet de 'hypothese nulle notamment parce que
sa puissance est faible : on sait que dans une régression OLS, si I’ex-
pliquée décalée apparait dans la liste des explicatives alors DW est
biaisé vers 2, ce qui est favorable au non rejet 51 QOr, précisément, dans
un VAR, chaque expliquée est projetée notamment sur ses propres
valeurs décalées. En d’autres termes, lorsque DW fait conclure a 1’ab-
sence de corrélation, il ne faut pas lui faire particulierement confiance.
En revanche, lorsqu’il aboutit au rejet de I’hypothese nulle, on de-
vrait étre alors d’autant plus enclin a douter de l'ordre sélectionné
que sa puissance est faible.

Un test de Fisher : Sur les séries de résidus 7;;,i = 1,...,k. Quatre
AR(j),j =1,...,4 sont ajustés et la processus test la nullité de leurs
coefficients autorégressifs. Le rejet de la nulle signifiant un rejet de
I'hypothese de bruit blanc sur ces résidus, et donc une remise en
cause de l'ordre sélectionné.

Un test de Fisher d’effet ARCH. Il s’agit ici de tester I'hypothése de
constance de la variance conditionnelle des résidus. La modélisation
de la variance conditionnelle faisant1’objet d'un cours de M2, nous ne
détaillerons pas ce point ici 9. Trés rapidement, le rejet de ’hypothese
nulle ici ne conduit pas a une remise en cause de ’ordre sélectionné.
Elle plaide plut6t pour la mise en oeuvre de tests "robustifiés" via
notamment le calcul d’estimateurs robustes des matrices de variance-
covariances utilisées par exemple dans les tests de Wald que 'on peut

51. Usuellement dans ce cas de figure, on substitue la statistique /» de Durbin a la statistique DW.
52. Juste pour une rapide illustration : soit un bruit blanc faible w ; vérifiant donc E[w;] = 0,

Dans le processus ARCH(1) d’Engle, on va ainsi poser h = ag + aly

E [wf] = o2 et E[wiwyss] = Osis # 0. La variance non conditionnelle de w; est donc constante, mais on
va autoriser sa variance conditionnelle a se modifier dans le temps en posant E;_; [wf] = hy, hy > 0.

2
@ .
:—‘11, avec les contraintes

ap > 0 et ay > 0 pour assurer la positivité de /. Ainsi, la variance conditionnelle en t de w
dépend positivement du carré de I'innovation standardisée qui s’est réalisée en ¢ — 1. Si w; est par
exemple le rendement d’un actif financier, alors ce modele simple est compatible avec les clusters
de volatilité que 1’on peut observer sur les marchés, qui correspondent au fait qu'une journée calme,
i.e. amplitude de l'innovation faible, soit plut6t suivie par une autre journée calme, alors qu'une
journée agitée, i.e. innovation de forte amplitude, soit plutot suivie par une autre journée agitée.
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(d)

étre amené a utiliser 2.

un test de Jarque-Bera de normalité des résidus. Ce test se fonde sur
les mesures de skewness (asymétrie), et de kurtosis (aplatissement)
définis comme :

2
m
sk= —2 (74)
M)
m
K=—" (75)
M)

ol m; est le moment centré d’ordre i de 1’aléatoire considérée.

Ce test exploite le fait que pour une gaussienne, le coefficient sk est
nul, car la densité de la normale est symétrique, et que son K est égal
a 3. Jarque et Bera > ont montré que

T—o0

B = T[% + %] 4 22 (76)

oit sk et K sont obtenus en prenant les estimateurs empiriques des
moments dans les définitions précédentes.

Comme pour le test d’effet ARCH, le rejet de la nulle ici ne remet
pas forcément en cause le choix de 1'ordre p. D’ailleurs, si la taille
de lI'échantillon T est élevée, '’hypothése de normalité n’est pas cru-
ciale. En revanche, le rejet peut étre di a la présence d’outliers dans
les résidus des régressions, qui eux, peuvent affecter la qualité des
estimations : on rappelle qu’indépendamment de la valeur de JB, et
de tous les tests précédents, il faut toujours faire une représentation
graphique des séries de travail d"une part, et des résidus estimés de
chaque équation d’autre part. L'objectif étant d’ajouter éventuelle-
ment des variables indicatrices d’évenements atypiques si des out-
liers sont repérés, de corriger les observations en cas d’erreur sur les
données, voire d’introduire des trends linéaires déterministes si des
tendances sont apparentes *>°.

2. le test portmanteau multivarié de nullité des corrélations.

53. Par exemple lors des tests de causalité selon Granger que nous abordons plus loin.

54. Jarque, C.M. & Bera, A. K., A test for normality of observations and regressions residuals, Interna-
tional Statistical Review, 1987, 55, 163-172.

55. Sur ce dernier aspect, la prudence s’impose cependant : on sait que la non stationarité peut
résulter de la présence de trends stochastiques et non pas déterministes. Déja dans le cadre univarié
vous savez que confondre I'un et ’autre type de trend peut conduire a des résultats fallacieux. Les
choses se compliquent encore dans le cadre multivarié comme nous le verrons dans la seconde
partie de ce cours.

35



En préambule, on dira que les plus téméraires doivent utiliser ce test
avec beaucoup de prudence, et que les plus prudents ne 1'utiliseront pas.

Ce test a été initialement avancé par Chittturi . Il est implémenté dans
VARMAX dans la version proposé par Hosking *.

Soit X, ; la matrice de variance-covariance empirique de u; avec t4s :

et ffu,s leur matrice de corrélations estimées :

Pus = Diag (s, ... ,suk)’Z\u,SDiag (Suys -+ Su)

ou Diag (sy,, - - ., S ) est une matrice (k, k) dont la diagonale est constituée
des écarts-types estimés des k innovations.

La statistique de Hosking porte sur I'hypothése de nullité de I'ensemble
des corrélations théoriques autres que les corrélations instantanées, et
cela jusqu’a un ordre S.

HO:p,s =0pours=1,2,...5.

Elle est définie comme :

s
Qs = T2 Z(T —5) trace [b\usﬁu‘(}ﬁﬂ@_&]
s=1

et est calculée deés lors que 'option DIAGNOSE est utilisée. Le nombre de
matrice de corrélations considérées, S, est calé sur la valeur attribué au
parametre LAGMAX.

On connait la loi de cette statistique dans un cas tres particulier : si u;
est un ensemble de k variables indépendantes et observées alors sous
la nulle, Qs possede asymptotiquement une distribution de x* dont le
nombre de degrés de liberté est le nombre d’autocorrélations dont on
teste la nullité, i.e. kS degrés de liberté. Appliquée aux résidus d’un
VAR(p), elle est censée avoir une distribution de x? a k*(S — p) degrés de
liberté.

56. Chittturi R.V., Distribution of residual autocorrelations in multiple autoregressive schemes,
JASA, 1974, 69, 928-934.
57. Hosking, ] R.M., the multivariate portmanteaustatistic, JASA, 1980, 75, 602-608.
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Maintenant, dans le cas d’un VAR, les résidus u; sont inobservés et on va
appliquer la statistique sur les résidus empiriques ; : un risque d’estima-
tion apparait, puisque ®(L) # (L), qui n’est pas sans conséquence sur
la convergence vers la loi limite précédente. Afin d’éliminer cet impact,
Box et Pierce ®® conseillent, dans le cas univarié, de prendre une valeur
élevée pour S. Dans le cas multivarié, si on applique cette regle de S
élevé, on peut aisément rencontrer des matrices de variance-covariance
presque singulieres générant notamment un comportement erratique du
seuil de risque effectif associé a la statistique. Ceci semble bien apparent
dans les simulations réalisées par Dufour, Khalaf et Beaulieu ® : le seuil
de risque effectif semble dépendre de la dimension du VAR, k, et du
nombre de corrélations considérées, via S : il peut monter a 50% pour
k et S élevés pour un nominal de 5%. Avec douze variables et S = 12,
ils estiment un risque effectif déja plus de deux fois supérieur au risque
nominal.

Par ailleurs, la convergence vers la loi asymptotique est fortement dé-
pendante des parametres autorégressif du VAR. En particulier, lorsque
le VAR(p) est proche d’étre non stable, i.e. qu’au moins une des racines
de |@(L)|, bien qu’extérieure au cercle complexe unitaire, posseéde un
module proche de 'unité alors le seuil de risque effectif peut s’éloigner
fortement du seuil de risque nominal choisit a priori, 'approximation
par le x> n’étant alors pas satisfaisante méme pour des échantillons de
grande taille. Ce phénomeéne apparait ainsi nettement dans certaines des
simulations réalisées par Francq et Raissi ®.

En outre, pour obtenir la convergence asymptotique en distribution de
Qs vers un x? on a besoin d"une hypotheése de bruit blanc fort sur les ré-
sidus : les u; doivent étre identiquement distribués, indépendants, avec
E[u;] = 0 et Var[u;] = Z,.. Frank et Raissi montrent qu’avec une hypo-
thése moins contraignante de bruit blanc faible ot I'indépendance est
remplacée par une hypothese d’orthogonalité, la distribution limite x*
n’est plus valide. Dans certaines de leurs simulations construites avec
un bruit blanc faible, le niveau de risque associé a Qs peut dépasser les
40% alors que l'utilisateur croit travailler au seuil de 5%.

Pour résumer,

— Il faudrait choisir un nombre de matrices de corrélation, S élevé pour
limiter 'impact du risque d’estimation, mais alors on peut facile-
ment se retrouver avec un comportement erratique du risque effectif
associé a Qs.

58. Box, G. & Pierce, D., Distribution of residual autocorrelations in autoregressive integrated
moving average time series models, 1970, JASA, 65, 1509-1527.

59. Dufour, J.-M., Khalaf, L. & M.C.- Beaulieu, Multivariate residual-based finite-sample tests for
serial dependence and ARCH effects with applications to asset pricing models, Journal of Applied
Econometrics, 2010, 25, 263-285.

60. Francq, C. & Raissi, H., Multivariate portmanteau test for autoregressive models with uncor-
related but nonindependent errors, Journal of Time Series Analysis, 2007, 28, 454-470.
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— Si les tests univariés concluent a la présence d’effet ARCH dans vos
résidus, le risque effectif peut décaler de fagon importante de votre
risque nominal.

— si les valeurs propres de la matrice companion sont inférieures a
l'unité mais proches de celle-ci, alors la encore le risque effectif peut
dévier fortement du risque nominal

Pour ces raisons, le risque nominal ne peut pratiquement pas étre contrdlé

avec cette statistique et je vous invite donc a relire le préambule a cette

section.

2.6 Les fonctions de réponse aux chocs

Il s’agit ici de préciser I'impact d’un choc exogene sur les valeurs contem-
poraines et futures des variables constituant le VAR. Il s’agit par exemple d’ap-
précier 'impact sur les valeurs futures de 'ensemble des composantes de y
d’une augmentation de 1 point dans le niveau de I'une de ces variables. Etant
donné la structure d"un VAR, ces chocs d’innovation ne peuvent provenir que
d’une modification imposée dans une des composantes du vecteur 1.

2.6.1 Les fonctions de réponse simples

Ces réponses présentes et futures du systeme y a des chocs de type u sont
aisément identifiées a partir de 1’écriture VMA(co) :

]/t = [.1 + u; + \plut_l + \Ilzut_z + .- (77)
Et donc:
OVt _ (78)
ouy_y, "

Ainsi, un choc d’amplitude unitaire en t se produisant sur la j* composante
de u; impacte la i®" composante de y;,;, d’un montant égal a W, qui est la
dérivée partielle de y; ., par rapport a uj; ' Habituellement on représente ces
fonctions de réponse simples ®? en portant en abscisse les valeurs de & et en
ordonnée les valeurs estimées des coefficients W, , 63
II existe cependant une difficulté : la mesure de I'impact d"une innovation au
moyen de la dérivée partielle qui permet de retrouver l'interprétation usuelle
que I'on donne a un multiplicateur ® suppose que les autres innovations soient
maintenues a zéro. En effet, si en mettant une innovation non nulle dans la j*"
composante de u;, cela génere également une déviation dans la [ composante,

61. Pour mémoire, en raison de la stationnarité, \yh(i,j)’ est également la dérivée partielle de y;
par rapport a u;_y.

62. Le calcul de ces fonctions est activé par I'option (IMPULSE=SIMPLE) dans VARMAX.

63. Vous noterez que la masse d’informations a exploiter devient vite problématique : dans un
VAR de dimension k, il existe donc k innovations dont on peut étudier les réponses et k variables
qui répondent, soit k? fonctions de réponse.

64. A savoir la mesure de I'impact de la variation d"une variable toutes autres variables inchan-
gées.
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alors la réponse de y va cumuler les deux impacts et ne pourra donc pas étre
attribuée en totalité a la seule j*"* composante. Or les composantes de u; n’ayant
aucune raison d’étre de covariance nulle, on ne peut pas écarter ce risque. Ce
n’est que lorsque L, est diagonale que I'effet multiplicateur d'une innovation
peut étre mesuré par la dérivée partielle.

La solution passe par la substitution d"un ensemble d’aléatoires orthogonales
aux u; initiaux. Il sera alors possible d’étudier la réponse du systéeme a ces
nouveaux chocs via les fonctions de réponse orthogonalisées.

2.6.2 Les fonctions de réponse orthogonalisées

Il existe plusieurs possibilités de réaliser une telle orthogonalisation des
chocs u;. Sims utilise une décomposition de Cholesky de la matrice L. Cette
méthode de décomposition via une matrice triangulaire inférieure unique est
depuisla plus populaire. Elle repose sur le fait que toute matrice définie-positive
peut s’écrire comme un produit PPT ot P est une matrice inversible & éléments
nuls au-dessus de la diagonale et a éléments positifs sur la diagonale ®. Comme
L, est une matrice de variance covariance, elle est définie positive. On est donc
assuré de l'existence d’une telle matrice Py unique telle que X, = PPT.

Soit v; = P~lu; un nouvel ensemble de k aléatoires construits a partir de
combinaisons linéaires des u; initiaux, combinaisons dont les poids sont donnés
par les éléments de P~1. Tl vient :

E[o] = P'E[w] = 0, (79)
Y, = E[vw'] = P'E[uu™ P! = P71y, P77 (80)
comme X, = PPT = P\, PT = plpPTPTl = (81)
onadonc X, =1 (82)

En d’autres termes, les v; ainsi construites sont des aléatoires centrées, de
variance unitaire et orthogonales entre elles .

Pour obtenir les fonctions de réponse orthogonalisées afférentes aux chocs
vy, il suffit de reprendre leur expression de définition v; = Py, pour obtenir
u; = Po; et de remplacer u; par cette expression dans la formulation du VMA(c0).
Il vient :

yi = O(L) e+ u] = p+ W(L)uy = u+ W(L)Pos = p + E(L); (83)

Grace al’orthogonalisation, on peut modifier une des composantes de v; tout
en maintenant les autres composantes a une valeur constante, notamment zéro :
le raisonnement toutes autres variables inchangées est ici valide, et la dérivée
partielle mesure bien I'effet multiplicateur du seul choc que I'on provoque. En

65. cette contrainte de positivité assure 1'unicité de P
66. On montre aussi aisément que E[v;v;s] = 0sis # 0 : v; est, de méme que 14, un processus en
bruit blanc
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pratique, les coefficients de ces fonctions de réponse sont naturellement donnés
par
6yif
OVt

= Eh(un (84)

Ici, 2, est I'estimation”” de I'impact d’un choc unitaire dans la j*"* compo-
sante de v; sur la valeur de la "¢ composante de y;,,. Comme pour les fonctions
simples, les réponses fonctions de réponse orthogonalisées sont souvent repré-
sentées graphiquement avec /1 en abscisse et Ehm en ordonnée et permettent
d’apprécier la propagation dans le temps des effets d'un choc sur chacune des
variables du systeme étudié.

Enfin, Rappelez-vous que dans un systeme stationnaire les effets des chocs
sont transitoires : lorsque i augmente on doit tendre vers un multiplicateur nul.
Ceci doit étre observé aussi bien sur les fonctions de réponse simples que sur
les réponses orthogonalisées.

Maintenant que les chocs dans ces fonctions de réponse orthogonalisées
sont représentés par des valeurs attribuées aux v, il importe de connaitre leur
signification.

2.6.3 L'interprétation des chocs orthogonalisés et les conséquences de cette
orthogonalisation

On considere la j®" équation d’un VAR(p) afférent a un y de dimension k :

k

k k
Yit =¢j + Z q)l,v,,]/it—l + Z (DZ/,x Yito + -+ Z ch,;,'yit—p + Ujt, (85)
i=1 i=1 i=1

soit encore dans sa version centrée :

k x
Vit — W = Z O, (Yit-1 — )+ + Z G, (Vie—p — 1)) + Ujs, (86)

i=1 i=1

on peut concevoir que les fonctions de réponse précédentes apprécient les
conséquences d'un choc en comparant la dynamique générée par une innova-
tion a une situation de référence telle que, en 1’absence d’innovation, le systeme
se reproduirait a 1'identique période apres période. Clairement cette position
d’équilibre est donnée par y;—1 = y;—» = - -+ = y;-p = u puisqu’alors, en 1’absence
de chocs, c’est a dire pour u; = 0, nous aurions y; — 4 = Y1 — U = Yo — [ =
--- = 0. Des lors, si a une date ¢y nous fixons uj;, = 1 et up =0,k =1,2,...,
alors on va impliquer sur y; et aussi sur les autres variables des trajectoires

67. Ces valeurs estimées sont obtenues en plusieurs étapes : 'estimation du VAR(p) fournit les
matrices ®;,i = 1,..., p. Celles-ci sont injectées dans les équations de passage de l’écriture VAR vers
la VMA donnant ainsi des \i’h, h=1,2,....Ladécomposition de 2., également estimée a la premiere
étape, aboutit a D, et finalement, &, = W;,P,h =1,2,... L'emploi de I'option IMPULSE=ORTH) de-
mande dans VARMAX le calcul de ces fonctions de réponse orthogonalisées. Avec IMPULSE=ALL,
on affiche les fonctions simples et orthogonalisées, ainsi que leur cumuls respectifs.
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qui vont dévier de zéro et qui donc représenterons 'impact du choc unitaire
effectué en tp, mais aussi les impacts des modifications que cela aura entrainé
dans d’autres composantes de u dés lors que X, n’est pas diagonale : les co-
variances non nulles interdiront de maintenir a zéro ces autres composantes
lorsque u; prendra la valeur 1. C’est précisément la raison qui pousse a I’ortho-
gonalisation.Le seul intérét du raisonnement précédent est de faire comprendre
que ce qu’on appelle innovation a une date ¢y pour une équation quelconque
d’un VAR consiste obligatoirement en une modification de son résidu en ty. En
conséquence, si nous construisons un choc tel qu’il n’affecte pas u;, alors y;
ne peut pas répondre en fy. Naturellement les valeurs postérieures a ty de y;
pourront étre affectées %, mais la réaction contemporaine sera nulle.

Précisément I'orthogonalisation de Cholesk créé des chocs v qui génerent de
telles configurations.En effet, vous savez que u = Pv avec P matrice triangulaire
inférieure. On a donc :

Ut P11 0 e e 0 01t
Upy pa1 p2 0 ... 0 ||ox
=l. . . . (87)
: : ~ 0 : :
Ugt Pt P2 oo oo Prkd \Ukt
soit encore :
Ut = p1101

Upt = P01t + P20t ...
Ukt = priv1s + Provar + -+ PrkcOke

Ainsi, une innovation dans vy; pourra affecter I’ensemble des u en t et donc
une réaction contemporaine dans I'ensemble des variables. En revanche, une
innovation dans vy n’affecte pas uy; et donc ne provoquera pas de réaction
contemporaine dans yi;. Par contre elle peut affecter les uj; tels que j > 2 et
donc il sera possible d’observer une réponse dans vz, Y3, . . ., Yk. Enfin, pour
les mémes raisons, une modification de vy ne peut pas affecter immédiatement
Vit Yats - - -, Yk—1t, Seules yy et les explicatives de rangs supérieurs dans 1’ordre
d’entrée pourront répondre al'instant méme du choc. Plus généralement, I’aléa-
toire v de rang j ne pourra pas provoquer de réponse contemporaine dans les
variables y;; de rang inférieur a j, i.e. telles que i < j mais qu’elle est suscep-
tible d’avoir un impact immédiat sur les y; de rang supérieur ou égal a j. Vous
devez bien comprendre que cette absence de réponse immédiate de certaines
variables n’est absolument une propriétés réelle du systéeme étudié : c’est une
conséquence de la méthode de décomposition de qui est seulement liée al’ordre
d’entrée des variables dans le VAR ®°. En d’autres termes, les valeurs des fonc-
tions de réponses dépendent de I’ordre d’entrée des variables dans le vecteur y.

68. puisque une ot plusieurs autres variables présentes dans la liste des explicatives de y; seront
affectées en t.

69. Evitez par exemple d’interpréter cette absence de réponse immédiate comme la preuve de
I'absence de dépendance instantanée entre les variables concernées.
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La question qui se pose alors naturellement est de savoir s’il existe un
ordre d’entrée optimal, et, si oui, comment le déterminer ? Si on se limite aux
précédents développements 7%, nous avons un élément de réponse qui malheu-
reusement en pratique se révele souvent difficile a appliquer. Il faut entrer en
premier la variable dont les modifications sont les plus susceptibles d’affecter
de fagon contemporaine I'ensemble des autres, et en dernier celle qui est le
moins a méme d’avoir un impact immédiat sur toutes celles qui la précedent.
Par exemple, supposez que vous soyez intéressé par la modélisation des ventes
d’une entreprise et que vous pensiez que celles-ci dépendent de la conjoncture
nationale ou/et régionale. représentée chacune par un indicateur conjoncturel.
Vous pourriez alors construire y comme :

indicateur national;
y¢ = | indicateur régional,
ventes de l'entreprise,

Cependant, dans beaucoup de cas il sera difficile de justifier I'ordre choisit.
En pratique, la prudence recommande d’essayer quelques permutations sur
l'ordre d’entrée initial et de comparer les fonctions de réponse ainsi obtenues
afin de vérifier la robustesse des conclusions que vous pourriez étre amené a
énoncer sur la seule base du classement initial ”!.

Outre la difficulté précédemment soulevée, une autre interrogation se pose
avec l'orthogonalisation : si les chocs dont on étudie les réponses sont les
aléatoires v, il reste a en comprendre la signification : étudier I'impact de chocs
dont on ne sait pas ce qu'ils signifient n’est pas particulierement intéressant.

Pour clarifier les choses, on peut repartir des équations de reconstruction des
u a partir des v en nous limitant a un systeme de dimension 3, la généralisation
a des systémes supérieurs étant immédiate :

Uit = p11o1s (88)
Upt = P10t + P2ova (89)
ust = p3101: + pP3avor + P33vat (90)

D’apres la premiere, v1; n’est rien d’autre que uy; réduite. Comme cette derniere
est de variance G% et que vy; est de variance unitaire, on a immédiatement
la valeur du coefficient de normalisation p1; = 01 : un choc unitaire sur vy
correspond a un choc d’un écart-type sur uy;. Pour la deuxiéme, on peut encore
I'écrire comme 1y = (po1/p11)uas + paova:. Comme vy est orthogonal & vy et donc
a uyy, P20y est donc le résidu de la projection de uy; sur uy; : c’est la partie de uy;
non expliquée linéairement par uy;. Ainsi, v1; et vo; engendrent le méme espace

70. Les VAR structurels que nous verrons ultérieurement constituent un autre moyen de répondre
a cette interrogation

71. Souvenez-vous qu’en présence de k variables dans le vecteur y, k! permutations sont possibles,
ce qui peut rendre 'exercice rapidement impraticable, a moins de ne retenir que quelques-unes
d’entre elles en se fondant sur des considérations théoriques telles que, par exemple, la plus ou
moins grande capacité d"une variable a affecter instantanément les autres variables du systeme.
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que uy; et uy. Dans ces conditions, comme v3; est orthogonal a vy, et vy, p33v3;
est le résidu de la projection de u3z; sur cet espace, et c’est donc la partie de w3
non expliquée linéairement par uy; et uy;.

En généralisant ce raisonnement, v;; apparait donc comme étant la partie de u
non expliquée linéairement par les u; de rangs inférieurs a j.

2.6.4 Intervalles de confiance sur les fonctions de réponses

Comme a chaque fois que 'on dispose d'une estimation, il est nécessaire
d’avoir une idée de sa précision, via sa variance afin, par exemple, de pouvoir
mener des tests d’hypothéses ot1 construire des intervalles de confiance. Dans
le cas qui nous intéresse ici, avant de commenter la forme des fonctions de
réponse estimées, il est utile de statuer sur I'hypothese de leur nullité : il serait
dangereux de raconter une histoire sur I'impact d’un choc (signe de I'impact,
propagation dans le temps), si dans le méme temps on ne peut pas rejeter une
hypothese de nullité de ces coefficients de réponse. Il est donc nécessaire de
construire des intervalles de confiance autour des coefficients estimés pour en
particulier savoir si 0 est ou n’est pas dans l'intervalle en question.

Pour construire ceux-ci on a recourt soit a la méthode delta, soit a des intervalles
boostrappés. La premiére est la seule qui est actuellement implémentée dans
la proc VARMAX (SAS 9.3). C’est donc naturellement la voie la plus simple
a suivre sous ce logiciel pour 1'obtention des IC. Il est assez cependant géné-
ralement admis qu’elle conduit a des intervalles trop larges et beaucoup de
publications préfere utiliser les IC obtenus au moyen d'une méthode bootstrap.

Intervalles obtenus via la distribution asymptotique et la méthode delta
Avec les précédents calculs on dispose des estimateurs ponctuels de la ré-
ponse de la variable y; a un choc u; ou v; apres h périodes via \i,h(i,j) ou éh(m'
On rappelle que W(L) = ®(L)~! et que les estimateurs des matrices autorégres-
sives (L);,i = 1... ,p, sont des estimateurs du maximum de vraisemblance.
D’apres la propriété d’invariance de ceux-ci, les estimateurs du maximum de
vraisemblance de W(L) sont donc ®(L)~!. Tls sont convergents, asymptotique-
ment gaussiens. Soit encore : W, (L) = g1(P). Connaissant la matrice de variance
covariance des coefficients du VAR, V(®), la méthode delta”? permet de trou-
ver celle des coefficients W(L), soit V(¥4(L)) = G,V(®)G] ou G, = % 7,
Les expressions analytiques de ces variances asymptotiques sont cependant

72. Rappel, soit X un vecteur de k aléatoires d’espérance ux, de variance Vx, et Y = g(X),
8() continue dérivable alors un développement de Taylor d’ordre 1 au voisinage de ux donne :
Y = g(X) = g(ux) + G(X = py), G() étant la dérivée partielle de g() évaluée en ux. Ainsi Vy =
Var(GX) = GVxG'.

73. Dans le cadre d'un VAR, les fonctions de passage g,() des coefficients autorégressifs @ vers
les coefficients ¥ du VMA sont relativement complexes et en tout cas non linéaires. On peut
illustrer les manipulations dans le cadre simple d'un AR(1) univarié stationnaire : x; = ¢px;—1 + 1y =
Yoo Yittimi = X2 q)iut,[ avec x; une variable aléatoire réelle, || < 1, g = 1. La réponse de x;,, a
un choc u; est donc donnée par ;) = ({)". Dans ce cadre, G() = hq?)h’l est un scalaire, et finalement
Var((ﬁim) = (h(f)h‘l)z Var((f)), ol Var((f)) est donnée par I'estimation de I’AR(1).
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compliquées et cela explique en partie la popularité de la méthode bootstrap
de construction des intervalles : celle-ci se passe en effet de la connaissance des
expressions en question. L'autre argument est que sur petits échantillons les
propriétés asymptotiques ne sont pas vérifiées et on espere alors que le taux
de couverture des IC obtenus par bootstrap améliore celui des IC associés a la
méthode delta.

Intervalles obtenus via la méthode bootstrap

On sait que si le VAR(p) est bien spécifié, alors u; est un processus en bruit
blanc : ses composants, uyy, Uy, . . ., Uy N sont pas nécessairement orthogonaux
mais, en revanche, Vs # 0, u; et 1.5, le sont. Soit U = (af,4,,...,41) la matrice
(T x k) dont la ¥ ligne est constitué par le vecteurs des résidus estimés au
temps i. Chacun de ces vecteurs peut étre vu comme la réalisation d’un tirage
aléatoire équiprobable de u;. Le fait qu'il se soit réalisé au temps i n’est pas
essentiel pour les propriétés des estimateurs du VAR puisqu’il avait autant de
chance de se réaliser a un autre temps j . La méthode bootstrap exploite cette
idée comme suit :

1. Estimation du VAR, recuperat1on des coefficients &y, k= 1,2, ..., petdes
fonctions de réponse \I/h(, , et/ou &y, , construction de U.

2. construction d’une matrice U de dimension (T X k) par tirage aléatoire
avec remise dans les lignes de U

3. les p premieres observations de y; étant considérées comme données 7
construction de k séries f; selon :

__ |y: pour t=-p+1,-p+2,... 0 (conditions initiales) ©1)
' e+ D171 + Dafjin + -+ + Dy + 1] pour t=12,...,T

ou il est la £ ligne de U

4. estimation du VAR(p) au moyen des nouvelles séries i; et des fonctions
de réponse associées Wy, et/ou Zj

5. les étapes 2 a 4 sont répétées n fois. Au final on dispose, pour tout /, de n
valeurs Wy, ) ou Ep,,- Un encadrement a, par exemple, 90% de confiance
des \I’h(, , ou uh( , obtenus a I'étape 1 est Constrult en prenant les 57 et
95i°™ centiles obtenus sur ces n valeurs \I'hu,;) ou Hhm selon que I’on veut

un IC sur les fonctions simples ou orthogonalisées.

Avec cette méthode, aucune hypothese de distribution n’est imposée
sur les innovations, si ce n’est leur indépendance dans le temps. C’est

74. Notez que dans certaines implémentations, le vecteur des conditions initiales est lui-méme
constitué d"une séquence de p +1 observations tirée au hasard parmiles T +p +1 valeurs observées.
Cette pratique est dangereuse si le systéme est non stationnaire, ou proche de la non stationarité,
ces tirages successifs ne décrivant alors pas bien la distribution non conditionnelle des conditions
initiales
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donc une procédure non paramétrique de construction d’estimateurs
de bornes d’IC. Naturellement, si I'hypothése d'indépendance n’est pas
vérifiée, le tirage aléatoire avec remise dans les lignes de U fait que la
méthode de bootstrapping est déficiente puisque U ne peut plus étre
considérée comme une réalisation d’aléatoires de méme loi que les in-
novations initiales.

On notera cependant que cette procédure simple a mettre en oeuvre donne des
IC ayant un taux de couverture de la vraie fonction de réponse pouvant étre
trés éloigné du taux nominal (1 — &) °. Pour certains, ’origine du probleme est
que le biais d’estimation sur les @;, i = 1, ..., p sont amplifiés sur les \th. Afin
de corriger ces biais, une proposition relativement populaire a été avancée par
Killian7® : cette technique, dite de bootstrap after bootstrap, consiste a effectuer
une premiere fois les étapes 1 a 5 précédentes pour récupérer un ensemble
de n matrices de coefficients autorégressifs sur les échantillons bootstrappés,
(TDZ = (TDL,CT);k, . ..,ﬁ);k,k =1,...,n. Si ® est la matrice des coefficients obtenus
sur I’échantillon initial, on estime le biais par -0, ou D estla moyenne des
(TJ;, pour construire un estimateur des coefficients autorégressifs corrigés du
biais : R - o
d=0+(d-0)=20-0
Les 5 étapes précédentes sont alors reprises une deuxiéme fois en remplacant
® par @ dans la troisieme.

2.6.5 L'obtention des fonctions de réponse et de leurs écart-types dans VAR-
MAX

Les fonctions de réponses estimées s’affichent en fonction des mots-clefs
spécifiés dans I'option PRINT de la commande MODEL. Il est possible d’obtenir
les valeurs estimées : -

— des fonctions de réponse simples, i.e. des W), dans

ye=p+u+ Wiy + Woupp + -
ot Wj;;, est la réponse apres h périodes de la ™ variable du systeme a
un choc affectant la j*™ variable,

— des fonctions de réponse simples cumulées : pour un horizon #, elles
sont définies comme
h
E Wijk

k=0

75. Voir par exemple Sims, C. A. & ZHA, T., Error bands for impulse responses, Econometrica, Vol.
67, No. 5, September 1999, ou Benkwitz, A., Neumann, M. H. & Liitekpohl, H., Problems related to
confidence intervals for impulse responses of autoregressive processes, Econometric Review, Volume
19, Issue 1, 2000, pp. 69-103.

76. Killian, L., Small-sample confidence intervals for impulse response functions, Review of
Economics and Statistics, 1998, 80, 218-230.
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— des fonctions de réponse orthogonalisées, i.e. des &), dans

Ve =P+ up+ Bqupg + Botlyp + - -

ot1 Ejj;, est la réponse apres h périodes de la i*™ variable du systeme au
choc orthogonalisé selon Cholesky afférant a la j*™ variable,
— des fonctions de réponse orthogonalisées cumulées : pour un horizon £,

elles sont définies comme
h

2 i
k=0

— des écarts-types des fonctions de réponse simples et orthogonalisées,
cumulées et non cumulées.

En ce qui concerne le choc dont on étudie I'impact sur la dynamique du
systéeme, son amplitude est généralement adaptée a I'innovation concernée :
les u; ayant des variances différentes, on va imposer une amplitude qui soit
comparable lorsque I'on passe d’un choc sur une variable & un choc sur une
autre variable ”7. En pratique, on va imposer une amplitude égale a I'écart-type
estimé de la partie inexpliquée de u;. ainsi, dans le systeme trivarié suivant :

Ut = p1101 (92)
Upt = P21U1 + P20t (93)
ust = p3101: + p3ovar + P3s3va (94)

les amplitudes des trois chocs orthogonaux seront respectivement égales a
I'écart-type de p11v14, soit p11 pour le premier, a I'écart-type de prv, soit p2
pour le deuxieme et a ps3 pour le dernier 75

L’affichage des fonctions précédentes est obtenu en spécifiant dans la com-
mande PRINT=(IMPULSE=(. . .)) le ot les mots clefs correspondant a I'objet que

77. supposez par exemple que o2 L, =05et aﬁz =16 : un choc d'une amplitude unitaire équivaut
a une amplitude de 4 écart-type sur 11, ce qui correspond a une événement extrémement rare de
type outlier, et a une amplitude d'un quart d’écart-type pour 1, événement que 1'on ne peut pas
qualifier d’anormal dans cette distribution.

78. Par exemple, dans un VAR bivarié, si la matrice de variance covariance estimée est

5 _ (132267 038206
“=10.38206 1.40146

et que l'on s’intéresse aux chocs orthogonalisés, comme 11 n’est expliquée que par lui-méme, le
choc afférent a la premiere variable aura une ampleur égale a V1.32267 = 1.15007. Pour la seconde,
il faut évaluer la variance inexpliquée de u5. Si a est le coefficient de la régression de u, sur 17, on
sait d"une part que @ = cov(uy, up)/var(u;) = 0.38206/1.32267, et d’autre part que la variance estimée
du résidu est égale a var(ip) — a®vir(uy), soit finalement ici 1.29110. L'amplitude du choc afférent a
la seconde variable sera donc de Vv1.29110 = 1.13627. Ces résultats sont évidemment directement
1.15007 0.00000)

obtenus en calculant la décomposition de Cholesky de Eu, soit P = 033220 1.13627
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l'on veut : SIMPLE, ORTH, ACCUM, STDERR, ALL.La syntaxe estla suivante :
PRINT=(IMPULSE=SIMPLE) ou PRINT=(IMPULSE=(SIMPLE ACCUM ORTH)).

L'horizon sur lequel on veut examiner ces réponses, i.e. le nombre de va-
leurs que 1’on veut afficher pour chacune d’elle, est gouverné soit par ’option
LAGMAX= de cette méme commande MODEL 7%, soit par le nombre mis entre pa-
renthéses immédiatement apres le mot-clef IMPULSE

Les graphes de ces fonctions, avec indication d’un intervalle de confiance
de +2 écart-types sont obtenus en activant I’option PLOTS= dans la ligne d’appel
de la proc VARMAX. On aura par exemple :

PROC VARMAX DATA=... PLOTS=(IMPULSE(SIMPLE ORTH));
MODEL y1 y» y3 / P=2 LAGMAX=12 PRINT=(IMPULSE=((orth stderrs));
run;

Noter qu'il est possible d’activer 1’option PLOTS= sans réclamer 1’affichage
des valeurs dans PRINT : dans le programme précédent, nous aurons le rendu
graphique des fonctions de réponse simples sans pour autant les avoir appelées
dans PRINT=(IMPULSE=...).

2.7 La décomposition de la variance des erreurs de prévisions

La prévision a un horizon / de y est donnée par vy = E¢[ys+n]. En consé-
quence, I'expression de l'erreur associée est, si on utilise ’écriture du VMA sur
les chocs orthogonaux (équation 83),

Crihlt = Yish — Yesht = Z00pah + E10pn—1 + -+ + Ep10m (95)

Fort logiquement, les erreurs de prévision a un horizon h sont déterminées
par les innovations qui se produiront au cours des h périodes a venir. On a
évidemment :

Etlesme] =0 (96)

L'expression de 'erreur afférente a une des variables y;, 1 < i < k quelconque
est ainsi :

Citshlt = Yitth — Yitrhit 97)
k K

k
= Z Eo,Vjten + Z B Ojpsn-1+ -+ Z Bp-1,,0jt01 (98)

j=1 j=1 j=1

Sous cette forme, on pourrait mesurer la contribution de I'ensemble des inno-
vations se produisant & un temps t + [ a la variance de l'erreur a I'horizon h,
avecl1 <I<h.

Si on désire faire apparaitre la contribution a cette variance de chacune des

79. Par défaut, LAGMAX=min(12, T-2).
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innovations v;, 1 < j < k, il suffit de réécrire 'expression précédente en les
isolants, soit :

h h h
Cipihlt = Z Ehtn 01,441 + Z Ehln U2l + - + Z Bty Uk +1 99)
=1 I=1 =1

Compte-tenu du fait que v; est un processus en bruit blanc constitué de
variables aléatoires de variance unitaire et orthogonales entre elles , il vient
alors :

h

n
=2 2 . =2
Sl T Z iy T T Z “h=li (100)

=1 =1

2 —
i,t+h|t] -

&3]

h
var(e;r+nt) = Ele
-

I

etdonc Y E
€ t+ht-

En termes de proportions, ce qui a 'avantage de révéler rapidement quels
chocs contribuent le plus a cette variance, la proportion de var(e; 1+1;) attribuable
avj, j=1,2,...,kest donnée par :

YL, =
=1 h=ly,

h =2 h =2 . h 2
Zl:l :h_l(i,l) + I=1 :}7—1(,‘,2) + + Zl:l dh—l(,"k)

i_l( s avec 1 < j < kestla contribution du choc v; a la variance de
L],

(101)

2
)

dans (101) . Enfin, la procédure de bootstrapping décrite lors

Les valeurs estimées sont obtenues en remplagant les termes =
a2

h=li
de la construction d’IC sur les fonctions de réponse peut également étre em-
ployée pour le calcul d’intervalles de confiance sur ces proportions.

par leurs

estimations

L’affichage de la décomposition de la variance des erreurs de prévisions est
demandé en spécifiant DECOMPOSE (hmax) dans 1’option PRINT de la commande
MODEL, le nombre hmax précisant ’horizon maximal de prévision sur lequel on
désire cette décomposition ®. Outre les contributions des différents chocs a la
variance, la procédure affiche également les parts attribuables a chacune d’eux
conformément a 1’équation (101).

Ainsi,

PROC VARMAX DATA=... PLOTS=(IMPULSE(SIMPLE ORTH));
MODEL y1 y» Y3 / P=2 PRINT=(IMPULSE(12)=(orth) decompose(36));
run;

demande 'affichage des 12 premiéres valeurs des fonctions de réponses ortho-
gonalisées et leurs représentations graphiques ainsi que le graphe des fonctions
de réponse simples. Les tableaux relatifs aux contributions absolues et relatives

80. Si hmax n’est pas précisé, VARMAX cale I’horizon maximal sur la valeur de LAGMAX.
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des chocs dans la variance des erreurs de prévsions jusqu’a une horizon de 36
périodes sont aussi réclamés.

2.8 La causalité au sens de Granger

Soit un ensemble de k variables y; = (y, ..., Yk). Soit Y;: Uensemble des
réalisation de y; jusqu’a la date t exclue,

Yie = {yich, <t

et Y; = {Yu},i = 1,...,k, I'historique des réalisations des k variables jusqu’en
t-1. On note Yt\i 'ensemble constitué par Y; privé des réalisations passées de
la variable y;. Soit enfin ;11 le prédicteur linéaire optimal au sens du critére
MSE formulé en ¢ pour y; a la date t + 1.

A la suite de Granger ®!, on dira que y; ne cause pas y;j au sens de Granger
si

Vt, il Ye = yjealY) (102)

Dans ce cas, , 'information contenue dans I'historique de y; est non per-

tinente pour prévoir y; a un horizon d'une période une fois pris en compte
. . , 1

les historiques des autres variables., ce que I'on notera y; ot yj. Dans le cas

contraire, on dira que y; cause y; selon Granger, ce qui sera noté y; 4 Yj-

Le concept de causalité d"une variable y; vers une autre variable y; présenté
par Granger est donc directement lié a la capacité prédictive de y; : lorsque,
conditionnellement a un ensemble d’informations, I’anticipation en t de yj;+1
n’est pas modifiée par le retrait du passé de y; de cet ensemble d’informations

M
alors y; - ;.

Quelques remarques s'imposent déja :
1. On ne traite que des dépendances linéaires,

2. La définition précédente est donné pour un horizon de prévision d"une
seule période. Nous aurons a discuter de sa généralisation a un horizon
de h périodes, I > 1, et des rapports qui existent, oi1 n’existent pas, entre

@ ) @ )
yi = yjety; -+ yjetentre y; — yjetyi — y;.

3. Soitele vecteur des erreurs de prévision a une période : ;11 = Vi1 —¢ Yis1-
La définition donnée en (102) est équivalente a

14 (€t+1|Yt) =V (3t+1|Y>i)

81. Granger, C. W. ], Investigating causal relations by econometric models and cross-spectral methods,
Econometrica, 1969, 37, 424-459.
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4. On ne doit pas confondre le concept de causalité selon Granger avec le
sens plus profond du terme causalité qui renvoie a une notion de respon-
sabilité. Chez Granger, ce qui est essentiel est I’antériorité temporelle : si
dans les mouvements passés de y; il y a une information corrélée avec
les mouvements futurs de y; et que cette information n’est pas en tota-
lité déja présente dans les évolutions passées des autres variables alors

yl H y]. . . . .

Il se peut que rien ne soit vraiment causal dans cette causalité selon
Granger %. On pourra ainsi remplacer les affirmations "y; cause y; selon
Granger" ou "y; ne cause pas y; selon Granger" par "y; est (ou n’est pas)
un prédicteur avancé de y;". Il faudra en tout cas éviter d’employer les
seuls termes "y; cause y;".

5. On ne peut conclure que y; est ou n’est pas un prédicteur avancé de y;
que conditionnellement a un ensemble d’informations Y;. Si Z; est un
autre ensemble de variables en partie différent de Y; 83 alors chacune

iy ) o ) 5 .
des propositions y; 9 yilY; ou y; % yjlY; est compatible avec I'une et

. N 5 ) -
I'autre des propositions y; 4 YjlZs ou y; % yilZs.

Un exemple bien connu est donné par les travaux de Sims : dans un
des premiers articles utilisant le concept de causalité a la Granger #, il
conclut que dans un ensemble d’informations limité a deux variables,
la quantité de monnaie et I'activité réelle, la premiere est un prédicteur
avancé de la seconde alors que l'activité ne cause pas selon Granger
la quantité de monnaie. En revanche, dans un travail ultérieur 8 ot
I'ensemble d’information est constitué de trois variables (la quantité de
monnaie, l'activité réelle, et un taux d’intérét), la causalité au sens de
Granger entre monnaie et activité n’est plus mise en évidence : c’est au
taux d’intérét qu’est attribué 1'essentiel de I'impact sur l'activité réelle.

1 1 . : .
6. lorsque y; 4 yjety; 4 yiondira qu’existent des retro-actions (feedback)
entre les deux variables : chacune est un prédicteur avancé de l'autre.

. L’absence de causalité a la Granger entre y; et y; ne signifie pas 1'in-
7. L'ab d litt¢ ala G t t y; f I
épendance des deux variables. D'une part car seules les dépendances
d d des d bles. D’ t les les d d
linéaires éventuelles sont saisies, et on sait qu’hormis pour des variables
gaussiennes, I'orthogonalité n’équivaut pas a l'indépendance. D’autre
part, car méme si seules des dépendances linéaires sont autorisées, le

82. Par exemple vous savez que certaines personnes ont des rhumatismes qui deviennent dou-
loureux a l'approche d'un changement de temps. En conséquence les douleurs rhumatismales
causent au sens de Granger les variations des conditions climatiques. Clairement, si ces douleurs
sont effectivement des prédicteurs avancés des changements météorologiques, la vraie causalité
est inverse.

83. Y/ et Z; doivent au moins avoir en commun les historiques de y; et de y;.

84. Sims, C. A., Money, income, and causality. American Economic Review, 1972 ,62 , 540-52.

85. Sims, C. A., Comparison of interwar and postwar business cycles : Monetarism reconsidered, Ame-
rican Economic Review, 1980, 70, 250-57.
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. M M ,e .
fait que y; + y; ou que y; + y; n'interdit pas cov(yi, yjt) # 0 : les valeurs
contemporaines des variables peuvent étre corrélées entre elles.

2.8.1 Causalité dans un systéme bivarié

Le cadre le plus simple pour I'étude de la causalité au sens de Granger est

celui d'un systéme constitué uniquement de deux variables x et y. Il permet
normalement de se familiariser aisément avec les outils et représentations qui
seront mobilisés dans des cadres plus généraux.
Nous verrons tout d’abord ce qu'implique 1’absence de causalité selon Granger
d’une variable x vers une variable y sur les coefficients du VAR afférent au
couple (x;, y;)T. Dans un second temps, nous montrerons ’équivalence des ap-
proches VAR ou VMA pour traiter de la causalité selon Granger dans ce cadre
bivarié. Dans un troisieme temps, nous exposerons la mise en oeuvre des tests
de causalité dans la procédure VARMAX.

Causalité au sens de Granger et coefficients du VAR.
Soit donc z; = (xt, y1)T. Conformément au cadre retenu jusqu’alors, z; est
supposé étre stationnaire. On a donc une écriture de Wold :

zr = pz + W(L)uy

oll u; est un processus en bruit blanc. Si ce processus est inversible, on a égale-
ment une écriture VAR, éventuellement d’ordre infini :

O(L)z; = c+ uy,
avec p(L) = — 1L — DpL% +... = W(L) " etc = V(L) .

Si x n’est pas une prédicteur avancé de y, alors, d’apres la définition, les
coefficients des x retardés dans I'équation de y doivent étre nuls. En effet, si tel
est le cas, la présence ou l’absence de I'historique de x dans cette équation ne
modifie évidemment pas la prévision que ’on peut faire de y, qui est alors tirée
d’un processus univarié de type AR. L'absence de causalité a la Granger revient
donc & imposer des contraintes de nullité sur les coefficients hors-diagonaux
des matrices @;,i = 1,2,.... Ainsi, pour un VAR(1), on aura :

o)=Lz G e+ o)
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et:

X+»YS P,r=0 X—=>YS P #0
1-¢ul —¢xL

o O(L) = [ 4 ]
0 1-¢ylL

YP XS Py =0 Yo xS Py #0
1-¢nl 0 ]

& (L) =
@ [ _¢ny 1- ¢ny
Pour un VAR(2) :
(-xt) — [bex,l (Z)xy,l] (xt—l) + [ﬂbxx,Z (ny,Z] (xt—Z) + (Cx) + (ux,)
yt (Pyx,l (Pyy,l Vi1 ¢yx,2 (;[)yy,Z Y2 Cy uyt
avec,
XPYS Pyt = Pyxp =0 X=Y S Qyx1 #F0oudy #0
1 _(Pxle_qjxeLz _be 1L_qjx 2L2
O(L) = ’ / Y. Y
= o) [ 0 A qbynyLz
Y+ XS Pyt = Pryp =0 Yo2xS Pyyr #00udyp #0
1 _(Pxle_(/jxXZLz 0
© O(L) = ’ ¢
@) [ _(Pyx,lL - ‘Pyx,ZLz 1- ‘ibyy,lL - qbyy,ZLZ

Plus généralement, pour un VAR d’ordre p quelconque, si on partitionne
¢(L) conformément au découpage pris sur z, il vient :

1-Y7 ¢ i = Zlf’ ¢ N
X - o O(L) = i=1 Pax,i i=1 Yyx,i )
Y © [ 0 1- 25;1 Dyy,iL!
1- Zp (Pxx iLi 0
- X o D) = =1 T ;
y ( ) [ - Z:ll qbyx/iLl 1 - Z‘57:1 gbyy’lLl

Dans 'un ou l'autre cas, ¢(L) est une matrice triangulaire, triangulaire supé-
rieure lorsque x —» y, triangulaire inférieure lorsque y - x.

Conséquence de la non causalité pour la représentation VMA.

Si le VAR est stable, on peut basculer vers sa représentation VMA infinie :
OL)zs = c+u = z = V(L)uy + s, avec W(L) = O(I)1. Or l'inverse d'une
triangulaire est une triangulaire de méme nature. Dans ces conditions :

vl
Yt Uy, Hy
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et,

1+ 221 lpxxiLi 2021 77[} xiLi
x & Y(L) = 1 / 1 L yx, ;
wY @ [ 0 1= 22 Pyl
1+ ZOE ¢xxiLi 0
o Y(L) = = i=1 'i o ;
y=* © [ Yty Yyl 1+ 25 Yyl ]

Ainsi, dans un VAR bivarié, on a I'ensemble des équivalence suivantes :

XY S Qui=0,i=1...,p:les coefficients des x retardés dans
I’équation de y sont nuls,
© Py =0,i=1...00:lafonction de réponse de y au choc
u, est nulle.
© la totalité de la variance des erreurs de prévision commises

sur y pour nimporte quel horizon est attribuable a u,

Naturellement, le méme type de conclusions est obtenu dans le cas symétrique
ouy —» x.

En d’autres termes, dans le cadre d'un VAR bivarié, on peut indifféremment
traiter de la causalité selon Granger a partir de I'écriture VAR et de I'écriture
VMA. Malheureusement, ainsi que nous le verrons ultérieurement, cette équi-
valence ne tient plus si on traite de la causalité de x vers y dans un VAR de
dimension supérieure, i.e. lorsque z; = (x;, y;, w,;)" avec w; = (W1, ... Wy, )" et
My > 1

Tests de non causalité avec la Proc VARMAX.

La plupart des travaux réalisés dans un cadre multivarié partent d"une re-
présentation VAR(p), que le modele vrai soit un VAR d’ordre fini, ou infini .
Dans cette représentation, les développements qui précédent ont montré que :

HO:x—}éy versus Hl:xiy
SHO: Qyr1=...= Pyrp =0 versus H1:3,1<i<p, ¢y #0
©HO: Y1 =¢Ppp=...=0 versus H1:3i,1<i< 00,1y #0

Disposant de I'estimation d'un VAR, il est plus simple de tester les restric-
tions imposées par HO sur les coefficients du VAR, qui ne sont qu'un nombre
fini de contraintes linéaires sur ces coefficients, plutot que sur ceux de I'écriture
VMA, les coefficients de celle-ci étant des combinaisons non linéaires des pré-
cédents, ce qui complique le calcul de la statistique.

Classiquement, trois tests peuvent étre réalisés :

86. Dans ce dernier cas l'utilisateur pense disposer d"une approximation satisfaisante du vrai
processus
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— Un test LRT : estimation du modéle non contraint correspondant a l'es-
timation par OLS de I'équation afférente a y avec présence des x et y
retardés a I'ordre p, récupération de .. Estimation du modele contraint
correspondant a la régression par OLS de y; sur ses propres p pre-
mieres valeurs retardées, récupération de I.. Construction de la statis-
tique LRT = —2(I. — I) qui, sous HO est la réalisation d’un x* a p degrés
de liberté .

— Un test de Lagrange, ou du score, qui passe par l'estimation du seul
modeéle contraint.

— Un test de Wald qui nécessite 'estimation du modele non contraint,
celui-ci n’étant rien d’autre que le VAR(p) estimé initialement.

Les deux derniers peuvent étre aisément obtenus dans VARMAX en faisant
appel respectivement aux commandes RESTRICT et TEST. Pour le probleme
qui nous intéresse ici, RESTRICT est toutefois non adaptée : elle renvoie un
test d’hypothese simple pour chaque restriction et non pas un test joint sur
I'ensemble des restrictions indiquées dans la commande . Aussi, & moins
d’avoir un VAR(1), on mobilisera le plus souvent la commande TEST qui lui
affiche le test joint. Pour les mettre en oeuvre il faut naturellement étre capable
d’indiquer a la procédure quels sont les coefficients impliqués dans les tests.
Pour cela, la syntaxe suivante est utilisée :

AR(l,i, j) : coefficient de la j*™variable retardée de I périodes dans 1'équation
de la *™¢variable

Supposons par exemple un VAR(2) toujours sur z; = (x;, ;) ". L'absence de
causalité au sens de Granger de x vers y renvoie au test :

HO: pyx1 = Yyap =0 versus H1: ¢yp1 #00uhyyp #0

On aura un programme du type :

PROC VARMAX DATA=...;

MODEL x y / P=2;

TEST AR(1,2,1)=0,AR(2,2,1)=0;
run;

En effet I'ordre d’entrée des variables dans le systeme VAR est imposé par la
commande MODEL, la variable x est identifiée comme étant 1’expliquée de la
premiére équation, et y celle de la seconde. En conséquence :

AR(1,2,1)= coefficient de x;_; dans I"équation de ;
AR(2,2,1)= coefficient de x;_, dans I"équation de v;

87. Naturellement, chacune des régressions précédentes peut éventuellement incorporer une
constante.

88. Un multiplicateur de Lagrange est estimé pour chacune des conditions listées dans la com-
mande RESTRICT, et un test de significativité de chacun d’eux est réalisé.
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La statistique de Wald sera alors la réalisation d'un x? a 2 degrés de liberté sous
I’hypothese nulle d’absence de causalité selon Granger de x vers y%.

Pour réaliser ce test de Wald de non causalité selon Granger, VARMAX
dispose également de la commande CAUSAL. La syntaxe est la suivante :

CAUSAL GROUP1=(y1, ..., Yx,) GROUP2=(x1,..., %% );

ol (yl,...,yky) et (x1,...,x,) sont des ensembles disjoints de respective-
ment k, et k, variables qui doivent étre obligatoirement référencées dans la
commande MODEL. Elle est donc utilisable dans des VAR de dimension > k, +k,,.
Son objet est de tester 1’absence de causalité selon Granger des variables consti-
tuant le groupe 2 vers les variables du groupe 1. Clairement, un VAR bivarié
est un cas particulier ot GROUP1 et GROUP2 ne sont composés chacun que
d’une seule variable. Elle réalise les actions suivantes :

— extraction parmi l'ensemble des variables apparaissant dans la com-

mande MODEL des variables référencées par GROUP1 et GROUP2,

— construction d’un VAR dont la structure (présence d’une constante ou
pas, nombre de retards,...) est guidée par les options données dans la
commande MODEL

— test de Wald de la nullité des coefficients des variables retardées réfé-
rencées par GROUP2 dans les équations dont les expliquées sont celles
précisées par GROUP1.

parailleurs, on peut faire apparaitre plusieurs appels a la commande CAUSAL.
Dans ces conditions, le programme précédent peut étre avantageusement rem-
placé par :

PROC VARMAX DATA=...;

MODEL x y / P=2;

CAUSAL GROUP1=(y) GROUP2=(x);
CAUSAL GROUP1=(x) GROUP2=(y);
run;

Le premier CAUSAL porte sur HO : x b y et fournit évidemment la méme
statistique de Wald que notre commande TEST AR(1,2,1)=0,AR(2,2,1)=0;,1le

deuxieme effectue le test de HO : y - x et est donc équivalent a la commande
TEST AR(1,1,2)=0,AR(2,1,2)=0.

Enfin, notez que sur petits échantillons, on conseille a la suite de Sims, de
remplacer le test de Wald par un test de Fisher, la statistique de Wald n’attei-
gnant alors pas sa distribution asymptotique. Pour mémoire, on a : F=W/c, o1
W est la statistique de Wald, c le nombre de contraintes testées et F la statistique

89. Si on avait fait RESTRICT AR(1,2,1)=0,AR(2,2,1)=0; on aurait recu en retour deux tests
d’hypothese simple de nullité des deux multiplicateurs de Lagrange associés respectivement a
chacune des deux contraintes. Par ailleurs VARMAX aurait aussi affiché 1’estimation du VAR
contraint, i.e. avec les deux coefficients référencés mis a 0.
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de Fisher construite pour le test de ces mémes contraintes. Dans nos exemples,
elle possede une distribution de Fisher a a p et (T’ — 2p — 1) degrés de liberté.

2.8.2 Causalité entre deux ensembles de variables :les mesures de GEWEKE

GEWEKE® propose d’appréhender la causalité selon Granger en termes
de mesures de dépendance. Cela va lui permettre d’offrir une description des
relations dynamiques a la fois cohérente et plus compléete que la seule causa-
lité au sens de Granger présentée ci-dessus au moins dans les systemes linéaires.

La cohérence tient a ce que la mesure de dépendance complete de X et Y
sera la somme des mesures de dépendance de X au passé de Y, de Y au passé
de X et de la mesure de dépendance instantanée. L'approche est également
plus compleéte puisque seule les deux premieres formes de dépendance sont
appréhendées dans la causalité au sens de Granger.

Par ailleurs, I'approche de GEWEKE peut aisément s’appliquer al’étude des
causalités entre deux blocs de variables disjoints mais exhaustifs : supposons
que le vecteur d’intérét soit un ensemble de k variable que 1’on accepte de
décomposer en deux sous-ensembles :

_ T
Zy = (xlt/ coe s Xy tr ylt/ ey yny,t)

—(xT v\
= (X, Y))
ou
X1t Yt
Xt = 7 Yl’ = :
Xyt Yny t

I'exhaustivité signifiant que Z est de dimension (nx + 1y, 1). I s’agit alors
d’étudier les dépendances entre le bloc X et le bloc Y. On voit aussi que le cadre
bivarié traité dans le paragraphe précédent est un cas particulier du systeme
étudié maintenant, cas particulier dans lequel ny = ny = 1.

Pour cela, Geweke considere

1. les autorégressions marginales, ot 1’état en ¢t de chacun des blocs est
projeté sur son seul passé :

4

Xi = Dx(L)X; + uxs = )| Oxa Xt + ..+ P X +uxe  (103)
i=1
4

Yt = q)y(L)Yt + My,t =

i

(Dy/lyt_l + ...+ q)y,pyt_p + Uy (104)
1

90. Geweke, J., Measurement of Linear Dependance and feedback between multiple time series, JASA,
1982, 77, 304-313.
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ol ux; et uy; sont supposés étre des processus en bruit blanc 1 de

matrices de variance covariance respectives XL, et LI, .
(nx,nx)  (ny,ny)

2. les autorégressions jointes, ot 1’état en t de chacun des blocs est projeté
sur son propre passé et le passé de l'autre bloc 2 :

X = Oxx(L)X; + (ny(L)Yt + Uxy (105)
p 14
= Z q)XX,lxt—l +...+ q)XX,pXt—p + Z q)XY,lxt—l +...+ (DXY,pXt—p + Uxy;
i=1 i=1
Yi = Oyx(L)Xe + Dyy(L)Y: + yx (106)

p p
= Z CDYX,1X¢_1 + ...+ (I)yxlet_,, + Z (I)yyllyt_l + ...+ (I)yylpyt_p + Uyxt
i=1 i=1

ol uxy; et uyx; sont supposés étre des processus en bruits blanc, de
matrices de variance covariance respectives L, et X, .
(nx,nx)  (nx,nx)

3. Le VAR(p) complet :

Zy = Oz(L)Z; + ug, (107)

X\ [oxx@) OxD](X
© (Yﬁ) - [cbﬁf(m cDX(L)] (Yﬁ) +uz,

avec E(”Z,”;t) =X,

Comme l'ordre de troncature p est identique sur le VAR et sur les autoré-
gressions jointes, on note que les n, premiéres équations du VAR(p) ne sont
rien d’autre que les autorégressions jointes afférentes au bloc X et que les ny
dernieres équations du VAR(p) sont les jointes afférentes au bloc Y. En consé-
quence :

Uz, = (”XYf) (108)
Uyx,
et,
Y Cov(uxyy, yxt)
s uxy X, 109
Hz [COU(MXY,trMYX,f)T Liyy (109

91. Ainsi, I'autorégression marginale de X (resp. de Y) est un VAR(p) sur X (resp. sur Y)

92. La regle suivante est adoptée en ce qui concerne les indices des différents objets : le premier
indice précise I'expliquée du bloc, le second, 1’explicative. Par exemple Dyxp donne les coefficients
des variables constituant le bloc X retardées de p périodes dans 1’explication de I'état en f du vecteur
Y.
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Enfin, du fait de 'exhaustivité de X et Y par rapport a Z, le VAR(p) sur Z;
peut étre vu comme un VAR(p) bivarié sur les blocs X; et Y;. Ainsi,

Y » X © Oxy(L) = 0 dans (105)
& autorégressions marginale et jointe sur X sont identiques
< Uxt = Uxyt
= Ly = Ly
© |Zuy| = [y |
X -» Y & Oyx(L) = 0 dans (106)
© autorégressions marginale et jointe sur Y sont identiques
S Uyt = Uyxt
= iy = Dy
= |Zuy| = |Z

uyxl

En revanche :

Y = X & ®xy(L) # 0 dans (105)
& autorégressions marginale et jointe sur X sont différentes
© la composante inexpliquée de X dans la jointe est plus "petite"
que la composante inexpliquée de X dans la marginale
S Ly, | > |X4,, ], Vinégalité étant d’autant plus forte que le contenu en
information du passé de Y est élevé pour expliquer le présent de X.
X =Y & Oyx(L) # 0 dans (106)
© autorégressions marginale et jointe sur Y sont différentes
© la composante inexpliquée de Y dans la jointe est plus "petite"
que la composante inexpliquée de Y dans la marginale
& Ly, | > |Z,,], I'inégalité étant d’autant plus forte que le contenu en
information du passé de X est élevé pour expliquer le présent de Y.

On remarque donc que, pour statuer sur la présence ou 1’absence de causa-
lité selon Granger entre les deux blocs de variables X et Y, il faut comparer les
déterminants des matrices de variance-covariance des innovations des autoré-
gressions marginales d une part et jointes d’autre part. Maintenant, en considé-
rant le VAR complet sur Z, il est également possible de statuer sur l'existence
ou non de dépendance linéaires instantanées entre les deux blocs.

Une dépendance instantanée signifie ici qu’une innovation affectant 1'une des
composantes de Z en t affecte a cette méme date t une ou plusieurs autres
composante de Z. On sait déja que la matrice X, du VAR complet n’est pas
nécessairement diagonale : un choc sur la i®™® composante de uz en t peut
affecter sa la ™ composante si la covariance des deux innovations n’est pas
nulle. Ce sont précisément ces dépendances instantanées qui nous ont amené
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a passer des innovations u aux innovations orthogonales v lors de 'étude des
fonctions de réponse et des décompositions de la variance des erreurs de prévi-
sion. En conséquence, les dépendances instantanées entre les variables du bloc
X et celles du bloc Y proviennent des covariances qui peuvent exister entre les
innovations afférentes a ces deux blocs. Si ces covariances sont nulles, il n’y
a pas de dépendance instantanées entre les deux ensembles de variables : un
choc d’innovation en t sur la i®™® composante de X affectera évidemment x;
et éventuellement d’autres variables de X si X, n’est pas diagonale, mais elle
ne touchera pas les innovations afférentes au bloc Y et donc il n’y aura pas de
réponse des composantes yi, ..., Y, a cette date .

Comme le montre (109), les covariances des deux ensembles d’innovation
sont les blocs hors diagonale dans X,,. Si on note X < Y la présence de
dépendances instantanées et X « Y son absence, il vient :

XYoL, = [26” 20 ]
uyx

< Izuzl = Izuxy| |Z’uyxl'
X & Y & la composante inexpliquée de Z dans le VAR complet, qui tient
compte des covariances instantanées entre les innovations des
deux blocs, est plus "petite" que la composante inexpliquée de Z
associée aux autorégressions jointes qui ne les prend pas en compte.
& Sl < 1T |12
covariances inter-blocs des innovations sont élevées.

|, I'inégalité étant d’autant plus forte que les

uxy Uyx

Il s’agit maintenant de construire des mesures de dépendance pour les trois
cas possibles, X — Y, Y — X et X < Y, sachant que chacune de ces mesures
devrait étre nulle si le cas de dépendance qu’elle représente n’existe pas, et
devrait étre d’autant plus élevée que la dépendance en question est forte. Par
ailleurs, on peut aussi étre intéressé a la construction d’une mesure globale
des dépendances linéaires entre les deux blocs qui soit cohérente avec les trois
précédentes : la somme de celles-ci devrait étre égale a celle-la. Les mesures
proposées par GEWEKE, qui respectent ces exigences, sont les suivantes :

— Mesure de dépendance de Y au passé de X :

z
Cx_y = log Zu,] (110)
Izuyx|
— Mesure de dépendance de X au passé de Y :
z
Cy_x = log [Zud (111)
|lexy|
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— Mesure de dépendance instantanée * entre X et Y :

B | B | (112)

Cyox = log =]
Uz

— Mesure de dépendance globale entre X et Y :

Cyx =Cxy (113)

= Cxoy + Cyox + Cxoy (114)
|thx| |Z‘uy|

=1 115

o (1)

En ce qui concerne cette derniére mesure, on peut voir aisément que 1’ab-
sence de dépendance signifie I’absence de causalité selon Granger de X
vers Y, |Z,,| = |X,,,|, 'absence de causalité de Y vers X, |L,, | = |Z,,,], et
I’absence de dépendance instantanée, |Z,,,||Z,,,| = |X4,|. Au total, dans
ce cas, on vérifie bien Cyx = 0. Des lors qu’il y a des causalités, la partie
inexpliquée de Z qui tient compte des 3 cas possibles de dépendance **
diminue par rapport a ce qu’expliquent les autorégressions marginales
qui n’en retiennent aucun : Cxy sera donc croissant avec l'intensité des
dépendances.

Un point mérite encore d’étre souligné : dans les développements qui précedent
une hypothese centrale est que Z = (X',Y")" est gouverné par un VAR(p)
stable. En conséquence, sil est évident que les régressions jointes doivent étre
tronquées a l'ordre p, il n’en est pas de méme pour les autorégressions margi-
nales : si les jointes sont d’ordre p, il n’est absolument pas certain que le fait
de retirer le passé d'un des deux blocs ne modifie pas I'ordre des retards sur
le bloc restant : la marginale n’a aucune raison d’étre d’ordre p. Ce point a
été éclairci par Gourieroux, Monfort & Renault > qui justifient que toutes les
autorégressions doivent effectivement étre tronquées a 'ordre du VAR pour
construire ces mesures de causalité.

En pratique, on construira des estimateurs des mesures a partir de ceux
obtenus sur les diverses matrices de variance-covariance :

— Mesure de dépendance estimée de Y au passé de X :

~ 5
Gy = log 20 (116)

Izuyx|

93. Notez qu'une dépendance instantanée reflete des co-mouvements contemporains systéma-
tiques entre les diverses variables concernées : il est impossible d’identifier statistiquement la ott
les variables a I'origine de ces mouvements.

94. En effet, le VAR(p) sur Z prend en compte Cx_,y et Cy_,x via les équations du VAR, ainsi que
Cxey via les blocs non diagonaux de Xz.

95. Gourieroux, C., Monfort, A., Renault, E., Kullback Causality Measures, Annales d’Bconomie et
de Statistique, 6/7, 1987, 369-410.
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— Mesure de dépendance estimée de X au passé de Y :

— T,
Cy_>X = log L X| (117)

| Mxy|

— Mesure de dépendance instantanée estimée entre X et Y':

|Z‘llxy| |Zuyx| (118)

EY(—)X = IOg —
|Zuz|

— Mesure de dépendance globale estimée entre X et Y :

Cyx = Cxy (119)
= EX—)Y + EY—)X + EX(—)Y (120)
M
= log M (121)
|Z’uz|

Enfin, en se souvenant de (44), on sait que les log-vraisemblances des divers
modeles font apparaitre un terme de la forme 7 x [déterminant de la matrice de
var-cov des résidus]. En conséquence, un test LRT = —2(I. — [,,) de 'hypothese
de nullité de chaque mesure est aisément construit :

— HO:Cx_y=0versus H1 : Cx_y >0
modeéle contraint = autorégression marginale
modeéle non contraint = autorégression jointe
nombre de coefficients contraints a zéro = p nx ny

= sous HO : TEX_)Y Ti) )(z(pnx le).

— HO:Cyox=0versus H1: Cy_x >0
modele contraint = autorégression marginale
modele non contraint = autorégression jointe
nombre de coefficients contraints a zéro = pnx ny

—  sous HO: TCy_x Ti> X2(p nx ny).

— HO: Cxoy =0versus H1 : Cxoy >0
modeéle contraint = autorégressions jointes
modéle non contraint = VAR complet

nombre de coefficients contraints a zéro 0=

=nxny

96. Sous HO, il faut contraindre a zéro toutes les covariances entre les 1, innovations afférentes
a X et les ny afférentes a Y. Si vous raisonnez sur L, il faut, pour traduire HO, y mettre a zéro
tous les éléments des deux blocs hors diagonale de dimensions respectives (nx, ny) et (ny, nx) . En
raison de la symétrie de la matrice de var-cov il suffit de contraindre a zéro un seul de ces blocs, ce
qui donne bien le nombre indiqué.
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=  sous HO: TCxoy Ti> X2(nx ny).

— HO:Cxy =0versus H1 : Cxy >0
modele contraint = autorégressions marginales
modele non contraint = VAR complet
nombre de coefficients contraints a zéro = nx ny(2p + 1)

=  sous HO: TCyx Ti> X2 (nx ny[2p + 1]).

2.9 Un exemple

Afin d’illustrer les divers points abordés précédemment, nous allons tra-
vailler sur un vecteur y = (1,12, y3)" de longueur 100 dont les observations
sont obtenues par simulation du VAR(1) suivant :

yir = 1L.2y1-1 — 0.5y2i-1 + uyy (122)
Yor = 0.6]/”_1 + 0.3]/2,9_1 + Uy (123)
Y3t = .6]/1;}_1 + 0-4]/2t—1 + 0~7]/3t—1 + Uz (124)
soit
Yi = Pyi1 + 1y (125)
et
1.0 05 0.3
v, =105 125 04 (126)
03 04 05

On notera que dans ce VAR, y3 n’est pas un prédicteur avancé pour les deux
autres variables et qu’existent des covariances instantanées non nulles entre les
trois résidus.

Les observations sont facilement créées par appel de la commande var-
masim disponible dans la Proc IML dans laquelle on spécifie le contenu des
matrices @ et L, via respectivement phi=... et sig=.... Le nombre d’obser-
vations simulées est précisé par n=. L'option seed=34567 utilisée ici est utile si
vous voulez reproduire les résultats de cet exemple. La commande create-=. ..
construit la table simul contenant les trois variables v, y» et ys.

proc iml;

sig = 1.0 0.5 0.3 , 0.5 1.25 0.4, 0.3 0.4 .5;

phi = 1.2 -0.5 0., 0.6 0.3 0., .6 .4 .7;

call varmasim(y,phi) sigma = sig n = 100 seed = 34657;
cn = 'yl’ ’y2’ ’y3’;

create simul from y[colname=cn];

append from y;

quit;
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Vector Series Plot
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F1Gure 1 — Graphes des séries simulées

On ajoute ensuite une date dans le fichier de données on précisant que les don-
nées simulées correspondent a des observations mensuelles avec une fenétre
d’observation commencant en janvier 2007 :

data simul;

set simul;

date = intnx( 'month’, ’'01jan2007’d, _n_-1 );
format date monyy.;

run;

Apres exécution de toutes ces instructions, on peut obtenir dans la Figure 1
les représentations graphiques des trois séries de travail via par exemple :

proc timeseries data=simul vectorplot=series;
id date interval=month;

var yl y2 y3;

run;

1. Détermination de l’ordre du VAR

Pour la recherche de I'ordre du VAR, nous allons utiliser d'une part
I'option minic, en nous limitant a la classe VAR(p), i.e. VARMA(p,0),
et le critere par défaut AICC, et d’autre part examiner les matrices des
corrélations partielles. Soit donc les commandes :

proc varmax data=simul;
model y1 y2 y3 / minic=(p=5 q=0) print=(parcoef);
run;

L’option lagmax=n’étant pas utilisée, ce parametre est mis a sa valeur par
défaut min(12, T — 2) avec T = nombre d’observations non manquantes
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Minimum Information Criterion
Based on AICC
Lag MA 0
ARO 6.533396
AR1 -0.432164
AR?2 -0.251984
AR3 -0.071189
AR 4 0.1513793
AR5 0.3166587
TaBLE 1 - Criteres de sélection des modeles concurrents générés par minic=(p=5
a=0)
| Schematic Representation of Partial Autoregression
Variable/Lag | 1 |2 |3 | 4| 5 |6 |7 |8 |9|10| 11|12
yl +-. +..
y2 +..
+ is > 2*std error, - is < -2*std error, . is between

TaBLE 2 — tests de significativité des autocorrélations partielles associés a
print=(parcoef)

et donc ici lagmax=12. Selon les résultats présentés dans la table 1, le
processus optimal selon AICC parmi les six modéles concurrents serait
doncle VAR(1). Dans la table 2 on peut remarquer que les matrices (3 X 3)
des corrélations partielles sont constituées d’éléments pratiquement tou-
jours non significativement différents de zéro au-dela de 'ordre un, ce
qui conforte le choix de p = 1. Notez que si dans cet exemple les outils
de sélection de I'ordre du VAR permettent de retrouver 1’ordre vrai du
processus simulé, ce n’est évidemment pas toujours le cas.

. Estimation du VAR(1)

L'étape suivante consiste donc a estimer les coefficients du VAR(1)
ainsi que la matrice de var-cov des résidus. Comme dans la commande
model. . .utilisée précédemment aucune valeur de p n’est explicitement
fixée, Varmx va par défaut estimer le VAR optimal au sens du critere
utilisé dans minic=(...), soit donc ici un VAR(1). En d’autres termes,
cette commande model. . .donne de ce point de vue les mémes résultats
quemodel yl1 y2 y3 / p=1;

Ici, nous avons simplement ajouté I’option roots qui réclame 'affichage
des valeurs propres de la matrice companion du VAR estimé. Remar-
quez que le présent VAR étant d’ordre 1, le VAR companion n’est rien
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Model Parameter Estimates

Equation | Parameter | Estimate | Standard | t Value | Pr > |t| | Variable

Error

yl CONST1 0.05963 0.11923 0.50 0.6181 1
AR1 11 1.34032 0.06999 19.15 | 0.0001 | y1(t-1)
AR1 1 2 | -0.57307 | 0.10114 -5.67 | 0.0001 | y2(t-1)
AR1_13 0.00342 0.02639 0.13 0.8971 | y3(t-1)
y2 CONST2 | 0.08955 0.11810 0.76 0.4502 1
AR1 2 1 | 0.66814 0.06933 9.64 0.0001 | y1(t-1)
AR1 2 2 0.28381 0.10018 2.83 0.0056 | y2(t-1)
AR1 2 3 0.00218 0.02614 0.08 0.9336 | y3(t-1)
y3 CONST3 | 0.16268 0.08013 2.03 0.0451 1
AR1_3_1 0.63929 0.04704 13.59 | 0.0001 | y1(t-1)
AR1 3 2 | 0.40463 0.06797 5.95 0.0001 | y2(t-1)
AR1 3 3 0.69324 0.01773 39.09 | 0.0001 | y3(t-1)

TaBLE 3 — Estimation de @ avec la commande model y1 y2 y3 / p=1;

Covariances of Innovations
Variable yl y2 y3
yl 1.38586 | 0.69798 | 0.50899
y2 0.69798 | 1.35990 | 0.43236
y3 0.50899 | 0.43236 | 0.62598

TaBLE 4 — Estimation de L, avec la commande model yl1 y2 y3 / p=1;

d’autre que lui-méme et la matrice companion est évidemment @ : nous

récupérerons donc 3 valeurs propres.

model y1 y2 y3 / p=1 print=(roots) ;

Les estimations obtenues pour @ sont présentées dans la table 3. Selon les
statistiques de student, tous les coefficients sont significatifs aux seuils
de risque usuels a I'exception des constantes dans les trois équations et
du coefficient de y3_1 dans les équations de yy; et yz, tout ceci étant
parfaitement raisonnable compte-tenu des valeurs des parametres du
modele simulé. L'estimation de Sigma, est présentée dans la table 4. En-
fin, les valeurs propres estimées de la matrice companion apparaissent
dans la table 5 : elles sont toutes de module inférieur a 1'unité ce qui,
sans étre un test formel, plaide en faveur de la stabilité du VAR estimé.

3. Tests de validation du VAR estimé

Nous nous intéressons maintenant aux tests de validation offerts par la
proc varmax. Ceux-ci portent essentiellement sur les propriétés des ré-
sidus empiriques 7y, iy et fl3; qui, si le processus estimé est satisfaisant,
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Roots of AR Characteristic Polynomial

Index | Real | Imaginary | Modulus Radian | Degree
1 0.81010 | 0.31672 0.8698 | 0.3727 | 21.3537
2 0.81010 | -0.31672 0.8698 | -0.3727 | -21.3537
3 0.69718 |  0.00000 0.6972 | 0.0000 | 0.0000

TasLe 5 — Valeurs propres estimées de la matrice companion, option
print=(roots)

devraient étre des estimateurs des processus en bruit blanc uy;, uy et
uz. Cest tests sont obtenus avec 'option diagnose dans la commande
model. Dans ce qui suit, nous avons également supprimé les constantes
non significatives dans les trois équations. Par ailleurs les graphiques
des autocorrélations, des autocorrélations partielles et inverses et de la
statistique de Ljung-Box, tous bien connus depuis la proc ARIMA, ont
aussi été réclamés via l'option plots=(residual) dans l'appel de la
procédure. Les commandes sont donc :

proc varmax data=simul plots=(residual);
model yl1 y2 y3 / noint p=1 print=(diagnose);
run;

En sortie, nous récupérons les estimations des matrices de covariances
et de corrélations entre 7; et 71;_;, j = 0...,12 conformément a la valeur
de lagmax. Des tests de nullité des coefficients de corrélation sont réali-
sés?. Les résultats sont donnés dans la table 6 selon une représentation
graphique similaire a celle déja vue pour les matrices des autocorréla-
tions partielles. Dans le présent exercice, a 'exception de la corrélation
positive entre ly; et lj;—¢ et de celle, négative entre 7y et 7iy;_g, on ne
peut rejeter leur nullité pour tout retard non nul. En d’autres termes, les
seules corrélations significatives intéressantes entre les résidus corres-
pondent a des dépendances instantanées. On trouve également dans les
sorties la statistique portemanteau de Hogsking de test de nullité des
corrélations jusqu’a l'ordre j,j = 1,...,Jagmax. Comme on peut le voir
dans la table 7, cette statistique ne permet pas de rejeter la nullité des
corrélations quel que soit I'ordre j retenu. Pour mémoire, on a ajusté le
vrai processus générateur des données, les résidus sont indépendants,
homoscédastiques on est donc dans les conditions idéales d’application
du test. Le fait qu’il donne une conclusion raisonnable ici n’enléve rien
a nos remarques le concernant.

On trouve ensuite un ensemble de statistiques relatives a chacune des
équations du VAR estimé. Tout d’abord des mesures usuelles dans le
cadre OLS de la qualité d’ajustement : R?, écart-type résiduel estimé, test
de Fisher de nullité des coefficients de la régression (voir la table 8). Dans

97. au moyen d’un écart-type estimé égal a T~1/2 et donc un intervalle de confiance autour de
zéro égal a £2/ VT.
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] Schematic Representation of Cross Correlations of Residuals
Variable/Lag | 0 112 |3|4|5 6 |7|8]9 10|11 |12
yl +++ +..
y2 +++ -
y3 Ft | | e | | | e | e e | e | e

+ is > 2*std error, - is < -2*std error, . is between
TaBLe 6 - tests de significativité des autocorrélations associés a

print=(diagnose)

TasLE 7 - Statistique de Hogsking associée a I’option print=(diagnose)

Up To Lag

O 0N ONUl = WN

10
11
12

Portmanteau Test for Cross Correlations
of Residuals

DF | Chi-Square | Pr > ChiSq
9 7.49 0.5858
18 10.16 0.9267
27 18.17 0.8984
36 25.81 0.8955
45 38.14 0.7555
54 54.73 0.4467
63 61.85 0.5175
72 72.48 0.4619
81 78.53 0.5571
90 85.85 0.6043
99 94.40 0.6121

6
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Univariate Model ANOVA Diagnostics
Standard
Variable R-Square Deviation FValue Pr>F
yl 0.8745 1.17262 33445 <.0001
y2 0.8675 1.16356 314.33  <.0001
y3 0.9898 0.80395  4679.92 <.0001

TaBLE 8 — Mesures de qualité de 1'ajustement de chaque équation du VAR
estimé, associées a 1’'option print=(diagnose)

cet exemple, on rejette la nullité simultanée des coefficients des expli-
catives v1,-1, y1,-1 et y3,-1 dans chacune des trois régressions. Puis des
informations tirées des résidus empiriques de chaque régression : test de
Durbin-Watson, de Jarque-Bera et test d’effet ARCH (voir table 9) et des
tests de Fisher de nullité des coefficients de processus AR(j), j=1...,4
ajustés sur chacune des séries résiduelles (table 10). Ici, quelle que soit
I’équation considérée, on conclut que le résidu courant ne dépend pas
de ses valeurs passées, i.e. a I’absence d’autocorrélation significative jus-
qu’a l’ordre quatre.

Pour finir, un ensemble de sorties graphiques afférentes aux séries de
résidus sont générées *® : graphes de ces séries elles-mémes (Figure 2),
utiles par exemple pour repérer d’éventuels outliers pouvant conduire
a introduire des indicatrices d’événements dans les équations du VAR,
puis les trois graphes des fonctions d’aide a la sélection des filtres univa-
riés complétés par celui indiquant la valeur dela statistique de Ljung-Box
pour un ensemble de retards allant jusqu’a lagmax (Figure 3). Ces élé-
ments vous sont évidemment connus depuis que vous savez utiliser la
proc ARIMA. L'idée est ici de vérifier que chaque série résiduelle se
comporte comme un bruit blanc. Enfin est également produit un graphe
utile pour juger de la normalité des séries de résidus (histogramme avec
superposition de la densité d’une gaussienne centrée et ayant un écart-
type égal a celui estimé sur la série concernée) associé a un Q-Q plot
mettant en regard les fractiles théoriques de cette gaussienne avec ceux
observés dans la série résiduelle : en cas d’adéquation parfaite, le nuage
de points est aligné le long de la premiere bissectrice(Figure 4).

4. Les fonctions de réponses

98. Dans ce document ne seront reproduits que les graphiques relatifs a la série 7
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Univariate Model White Noise Diagnostics

Durbin | Normality | ARCH
Variable Watson Chi-Square Pr> ChiSq F Value Pr>F
yl 1.99158 2.37 0.3056 343  0.0671
y2 2.02490 1.68 0.4310 048 04914
y3 1.91428 3.97 0.1377 0.88  0.3509

TaBLE 9 — Statistiques DW et Jarque-Bera, test d’effet ARCH sur les résidus,
sortie associée a 1’'option print=(diagnose)

Univariate Model AR Diagnostics
| AR1 | AR2 | AR3 | AR4
Variable FValue Pr>F FValue Pr>F FValue Pr>F FValue Pr>F
yl 0.01 0.9108 0.18 0.8382 0.32 0.8128 1.22 0.3080
y2 0.18 0.6752 0.11 0.8931 0.16 0.9244 0.19 0.9426
y3 0.00 0.9617 0.05 0.9489 0.31 0.8202 0.26 0.9057

TasLE 10 — Tests de nullité des coefficients autorégressifs sur les séries rési-
duelles, sortie associée a I'option print=(diagnose)

Prediction Errors for y2

2
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Ficure 2 — Graphe de it généré par 'option plots=(residual)
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Prediction Error Diagnostics for y2
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Ficure 3 — Série

iy, graphe des autocorrélations, des autocorrélations

partielles et inverses, de la statistique de Ljung-Box généré par l'option
plots=(residual)

Prediction Error Normality for y2

Distribution of Pradiction Error Q-2 Plot
rarmal a 2
25 - \— — — HKernel ~
| . 2 ]
20 4 '.\ fdfa.pf'
= i
T 15 =
= % 0 - /
o =
104 & M
5 2 7
p, LA
[ - =
-4.4 -2.8 -1.2 0.4 2 36 -2 1 u] 1 2
Prediction Error Quuantile
Ficure 4 - Indications sur la normalité de it généré par l'option

plots=(residual)
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Response to Orthogonalized Impulse in y1
With Two Standard Errors

Response

Response
M o= 0O = N W

Ficure 5 — Réponses de 1, y» et y3 & un choc affectant vl généré par I'option
plots=(impulse(orth))

On se limitera ici aux seules fonctions de réponse orthogonalisées et a
leur représentation graphique % Avec

proc varmax data=simul plots=(impulse(orth));
model yl y2 y3 / noint p=1;
run;

On obtient les graphes 5, 6 et 7 qui traduisent les trajectoires estimées
des trois variables suite a trois chocs affectant successivement chacune
des composantes des résidus orthogonalisés v1,v, et vs. Par défaut, un
intervalle de confiance ponctuel a 95% est également représenté autour
de ces fonctions de réponse. On voit par exemple qu'un choc positif
sur v2 fait passer y; sous sa position d’équilibre, la déviation maximale
étant obtenue environ quatre mois apres I'événement déclencheur suivie
d’un retour a I'équilibre apres 8 mois. Par ailleurs, ce choc positif éleve
naturellement instantanément la variable y, au-dessus de sa position
d’équilibre, puis la fait rapidement basculer significativement sous sa
valeur d’équilibre, I'impact négatif maximal étant atteint 5 mois apres le
choc, le retour a I'équilibre prenant environ une dizaine de mois.

Vous noterez aussi quune modification de la composante v3 n’affecte pas
les variables v et 1>, ce que vous devriez étre en mesure de comprendre
en examinant les équations (122), (123) et (124) du systeme simulé pour
construire cet exemple.

99. Pour mémoire, l'affichage de leurs valeurs, des écart-types associés,... sont obtenus via ’op-
tion print=(impulse=(orth stderr)).
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Response to Orthogonalized Impulse in y2
With Two Standard Errors

=
&

Ficure 6 — Réponses de 1, 1> et y3 & un choc affectant v2 généré par I'option
plots=(impulse(orth))

Response to Orthogonalized Impulse in y3
wyith Two Standard Errors
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Ficure 7 — Réponses de 1, 2 et y3 a un choc affectant v3 généré par I'option
plots=(impulse(orth))
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5. la décomposition de la variance des erreurs de prévisions
Nous avons demandé le calcul de la contribution de chacun des choc
orthogonaux a la variance de erreurs de prévision jusqu’a un horizon de
10 mois via :

proc varmax data=simul ;
model y1 y2 y3 / noint p=1 print=decompose(10)) ;
run;

La procédure affiche les valeurs des variances et celles des contributions
dans un premier tableau (Table 11), puis les pourcentages correspon-
dants dans un second (Table 12). La variable sur laquelle porte la prévi-
sion est en en-téte de ligne, les contributions des chocs orthogonalisés,
v1, 03 et v3 sont en colonne et repérés par le nom des variables a laquelle
chacun revoie soit ici, v1 — y1, v2 — y2 et v3 — y3.

Nous indiquons seulement les résultats afférents aux trois premiers ho-
rizons et ceux des deux derniers. Pour trouver la variance des erreurs
elles-mémes, il suffit d’additionner les contributions. Par exemple, a 'ho-
rizon 2, la variance des erreurs commises sur y, est de 2.33792 (=1.25439+
1.08353). A I'horizon 10 elle passe a 9.76 (=4.96775 + 4.79221 + 0.00013).
Sans surprise, on remarque que plus 1'’horizon de prévision s’éleve et
plus la variance des erreurs augmente, i.e. la précision des prévisions
décroit.

En ce qui concerne y1, en regardant les pourcentages des contributions,
on doit noter sans surprise qu’a l'horizon 1, y1 (i.e. v1) contribue a 100%
a la variance de l'erreur commise sur elle-méme et que la part de la
variance des innovations afférentes a y2, augmente régulierement pour
expliquer jusqu’a la 45% de la variance des erreurs a dix mois. Si a un
mois, la variance des erreurs sur y3 est a 65% expliquée par celle de
v, cette part devient rapidement négligeable, la variance totale étant
expliquée a parts égales par v; et v, soulignant ainsi I'importance des
variables y; et i, pour comprendre les évolutions de 3.

Comme on le sait, les fonctions de réponses aux chocs orthogonalisés
et la décomposition de la variance des erreurs de prévision dépendent
de l'ordre d’entrée des variables. Afin d’apprécier cet impact dans le
présent exemple, nous avons estimé a nouveau la décomposition de la
variance dans l'ordre d’entrée y3, y2, y1 via :

proc varmax data=simul;
model y3 y2 yl / noint p=1 print=decompose(10));
run;

Dans cet ordre on autorise y3 a avoir un impact maximal sur les deux
autres variables, et on minimise 1'influence de y;. On est donc, pour ces
deux variables, a I'opposé des contraintes de 1’ordre précédent. Pour
autant, on peut voir dans la Table 13 que l'influence de v3 décroit rapi-
dement avec I'horizon pour finir, a I'horizon 10 a expliquer moins de
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Decomposition of Prediction Error Covariances

Lead Variable yl y2 y3
1 yl 1.37503  0.00000  0.00000
y2 0.35243  1.00145  0.00000
y3 0.19180  0.03332  0.42122
2 yl 2.89002  0.32658  0.00001

y2 1.25439  1.08353  0.00000
y3 1.84981  0.31982  0.62485
3 yl 411920  1.18404  0.00003
y2 244887 117106  0.00002
y3 6.09550  0.33620  0.72493

9 yl 540835  4.66703  0.00009
y2 490953  4.75218  0.00013
y3 36.78353 22.07360 0.82820
10 yl 5.55064  4.67693  0.00009
y2 496775  4.79221  0.00013
y3 37.06370 25.04986 0.82927

TasLE 11 — Décomposition de la variance des erreurs de prévisions, associées a
l'option print=(decompose) et a I’ordre d’entrée y1, y2, y3.

20% de la variance des erreurs quelle que soit la variable considérée. En
revanche, la part attribuable a v;, toujours supérieure a 60% pour y; aug-
mente fortement également sur les deux autres variables pour dépasser
les 50% a 1’horizon de 10 mois au détriment de v, et surtout de v3. Ainsi,
cet exercice souligne le role central de la variable y; dans I'évolution du
vecteur y;.

6. La causalité selon Granger

Il semble, compte-tenu des résultats précédents, que les évolutions de y3
ne contiennent que peu d’information pour comprendre celles des deux
autres variables y; et 1, alors qu’a l'inverse, ces derniéres seraient une
source d’informations utiles pour prévoir ys3. Le test des propositions

HO : {y3} -+ {y1, y2} versus H1 : {y3} — {y1, y2} et, (127)
HO : {y1, y2} -» {y3} versus H1 : {y1, 2} — {ys} (128)

peuvent étre réalisés soit par lacommande Test, soit par Causal Groupl=()
group2=(). Ainsi les deux ensembles de commandes suivants sont équi-
valents :

proc varmax data=simul;
model yl y2 y3 / noint p=1;
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Proportions of Prediction Error Covariances

Lead Variable yl y2 y3

1 yl 1.00000  0.00000  0.00000
y2 0.26031 0.73969  0.00000
y3 0.29675 0.05155 0.65171

2 yl 0.89847 0.10153  0.00000
y2 0.53654 0.46346 0.00000
y3 0.66195 0.11445 0.22360

3 yl 0.77673  0.22327  0.00003
y2 0.77673  0.22327  0.00000
y3 0.85173  0.04698 0.10129

9 yl 0.53678 0.46321 0.00001
y2 0.50814 0.49185 0.00001
y3 0.61629 0.36983 0.01388
10 yl 0.54271 0.45728 0.00001
y2 0.50899  0.49100 0.00001
y3 0.58885 0.39798 0.01317

TaBLE 12 — Proportions de la variance des erreurs de prévisions attribuable
a chaque composante associée a l'option print=(decompose) et a 1’ordre
d’entrée y1, y2, y3.

Proportions of Prediction Error Covariances

Lead Variable y3 y2 yl

1 y3 1.00000 0.00000  0.00000
y2 0.22392  0.77608  0.00000
yl 0.29675 0.08211 0.62115

2 y3 0.73570 0.14229 0.12201
y2 0.27562  0.56330 0.16109
yl 0.21850 0.04091 0.74060

3 y3 0.56384 0.09979 0.33637
y2 0.25600 0.36475 0.37925
yl 0.16227 0.06740 0.77033

9 y3 0.16574 0.14244 0.69182
y2 0.12734  0.30279 0.56988
yl 0.10125 0.21992 0.67883
10 y3 0.15725 0.16344 0.67931
y2 0.12924 0.30566 0.56510
yl 0.10303 0.21669 0.68027

TasLE 13 — Proportion de la variance des erreurs de prévisions attribuable a
chaque composante, associé a ’ordre y3, y2, y1.
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Granger-Causality Wald Test

Test DF Chi-Square Pr > ChiSq
1 2 0.03 0.9860
2 2 904.82 <.0001
Test1: Group 1 Variables : yly2

Group 2 Variables : y3
Test2: Group 1 Variables : y3

Group 2 Variables : yly2

TasLE 14 — Test de causalité selon Granger , associées aux options causal
groupl=(yl y2) group2=(y3);causal groupl=(y3) group2=(yl y2);

test ar(1,1,3)=0, ar(1,2,3)=0;
test ar(1,3,1)=0, ar(1,3,2)=0;
run;

et:

proc varmax data=simul;

model yl y2 y3 / noint p=1;
causal groupl=(yl y2) group2=(y3);
causal groupl=(y3) group2=(yl y2);
run;

La premiére commande test porte sur la nullité des coefficients de y3 ;-1
dans les équations de y1 et 2, la seconde réclame un test de Wald de nul-
lité des coefficients de y; ;1 et 1 +-1 dans’équation de y3. Pour mémoire,
avec causal, on réclame le test de nullité des coefficients des variables
référencées dans group2= dans les équations des variables précisées dans
groupl=, ce dernier test étant réalisé dans le VAR constitué par 1'union
des variables référencées dans les deux options groupl et group2. Dans
cet exemple, cette union est I’ensemble des variables du systéme initial
(y_1,y 2,y 3)7, et donc le test de WALD réalisé via causal est mené
dans le méme VAR que celui dans lequel est appelée la commande test.
Les résultats seront donc identiques. La structure de la table 14 est celle
associée a la commande causal. A sa lecture, on constate bien que y1 et
y2 sont, a I'horizon un, des prédicteurs avancés de y3 alors que y3 ne
cause pas selon Granger le couple (y1, 12).

3 Une introduction aux VAR structurels

Une critique faite a I'encontre de la modélisation VAR présentée auparavant
est qu’elle est complétement a-théorique : aucune analyse économique ne vient
étayer la construction du modele a I'exception de la liste des variables consti-
tuant le systéme : on laisse les données parler. La difficulté est naturellement
de comprendre ce qu’elles disent, et pour cela il est nécessaire de disposer d'un
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cadre d’analyse qui traduit en propositions compréhensibles d"un point de vue
théorique les messages envoyés. Les VAR structurels ont été congus comme une
réponse a cette critique. Dans un VAR structurel, la théorie économique peut
spécifier les liens de dépendance, ou au contraire d’indépendance, instantanés
entre telle et telle variables. Elle peut aussi préciser les relations de causalité
qui les relient.

Si on omet la possible présence de variables exogeénes et de termes détermi-
nistes, I’écriture générale d'un VAR structurel est la suivante :

A]/t = B(L)yt + € (129)

N

ol
— les ¢; sont qualifiés de chocs structurels et constituent un bruit blanc
vectoriel de matrice de variance-covariance X, diagonale
— lamatrice A possede généralement des 1 sur sa diagonale afin d’identifier
la variable expliquée de chaque équation, et contient les opposés des
coefficients des relations instantanées entre les y.

3.1 wun exemple

Considérons les équations d'un VAR structurel, ou SVAR, sur deux variables
Yyir ety :

Yir = a1y + biiya—1 + biayor—1 + € (130)
Yor = aal1r + b yie—1 + b1 + € (131)

On notera la présence de I’explicative y; (resp. y1;) dans I’équation de yy; (resp.
y2t). Cette présence des autres y contemporaines de I'expliquée dans chaque
équation explique que les dépendances instantanées entre ces variables n’aient
plus besoin d’étre saisie par des covariances non nulles des €; entre eux. On
peut ici imposer 1'orthogonalité des chocs structurels. Dans ces écritures, €
représente bien le choc afférent a la j**™ variable du systéme. Sous forme
matricielle, les deux équations précédentes possede bien I'écriture (129) avec

(1 -m _(bn b _(o 0O
A=l V) ew=(m b e n (G 2

3.2 Les difficultés d’estimation des VAR structurels et le re-
cours aux VAR

Si on désire confronter la théorie qui fonde le VAR structurel aux données
observées, ol plus simplement utiliser cette théorie pour raconter une histoire
sur I’évolution du systéme économique qu’elle est censée décrire, il est néces-
saire d’estimer les objets A, (L) et X.. Cependant, a la lecture des équations
(130) et (131) on peut deviner que cette estimation est compliquée. En parti-
culier on remarque aisément que les OLS sont inadaptés en raison de la non
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orthogonalité entre le résidu de 1'équation et certaines explicatives '°. Une so-
lution est de recourir a la forme réduite du VAR structurel, i.e. d’écrire y; sur
des variables orthogonales aux innovations. Lorsque A est inversible, cela se
réalise aisément puisqu’alors :

Ay =B(L)y: +e = yi = AT'B(L)y: + A”'e (132)

soit encore
ye = OL)y: + uy (133)

et on reconnait 13, 'équation usuelle d'un VAR %!, avec ®(L) = A'B(L), u; =
Ale,etX, = AT AT,

Dans ces conditions, sachant que 1'on sait trouver aisément les estimateurs du
maximum de vraisemblance conditionnels de ® et de L, on peut chercher, en
partant de ces derniers, & remonter a ceux des parametres du VAR structurel.

3.3 du VAR au VAR structurel : les conditions d’identification

Malheureusement, cette remontée vers les seuls parameétres ayant une si-
gnification théorique n’est pas possible sans la prise en compte de contraintes
supplémentaires. Il est en effet impossible d’identifier les coefficients de la
forme structurelle & partir des coefficients de la forme réduite, i.e. du VAR. II
suffit pour s’en apercevoir de compter simplement les coefficients des deux
structures. Supposons ainsi que le vecteur y soit de dimensions kx 1 et que B(L)
soit composé de polyndmes en L de degré p.

— dans le VAR structurel :
A ={a;;}aveca;; =1,i=1,..., ksoit k(k — 1) inconnues,

(k k)
. B(L) = (BlL +Byl2+ ...+ BPU’) avec B;,i =1,...,p, soit pk? incon-
(k k)
nues
2 . . .
oz sii= o
c Te ={ojj} =4 J soit k inconnues
(k) 0 sinon
Ce qui fait un total de (p + 1)k? inconnues
— dans le VAR
. p*k?* coefficients sont estimés avec O(L),
. "22—”‘ coefficients sont estimés via la matrice symétrique ¥,

Ce qui donne un total de coefficients estimés.

2p+1)k>+k
2
Aufinal, il y a un déficit de coefficients estimés : le passage du jeu de coefficients
estimés dans la forme réduite au jeu de coefficients de la forme structurelle né-
cessite que I'on impose k(k —1)/2 contraintes d’identification. C’est précisément

100. En effet, selon (130), €1; est dans yy;. Si ax n’est pas nul, il est alors également présent d’apres
(131) dans yo; et donc €14 L Y. Un raisonnement symétrique montre que généralement, e; L v
101. Dans cette littérature, les €; sont qualifiés de chocs structurels et les u; de chocs canoniques.
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a ce niveau que les arguments théoriques peuvent intervenir. Lorsque 1’on re-
garde 1'équation (132), on voit que ces contraintes peuvent porter sur deux
objets :

— sur lamatrice A constituée des coefficients des variables contemporaines

al’expliquée. Le plus souvent certains coefficients sont mis a zéro, ce qui
revient a exclure les variables concernées de la liste des explicatives
d’une ot de plusieurs équations.
Pour illustration, dans I’exemple précédent constitué des équations (130)
et (131), il y a 8 inconnues dans le VAR structurel et 7 coefficients estimés
dans le VAR 11 faut donc imposer au moins une contrainte d’iden-
tification. Une théorie économique pourrait alors justifier que a; = 0,
i.e. que la valeur courante de y; ne dépend pas du y, contemporain.
Dans ce cadre, il devient alors possible de retrouver les valeurs estimées
de I'ensemble des coefficients du VAR structurel a partir de celui des
coefficients estimés du VAR.

— sur la matrice A7, Sachant que u; = A~'€;, on peut par exemple, pour

des raisons théoriques supposer que 1'un des chocs structurel affecte une
variable mais pas 'autre.
Ainsi, toujours dans I'exemple bivarié, en posant 4> = 0, on force les
deux chocs structurels €; et e, a définir le choc canonique u; de la pre-
miere équation alors que celui de la seconde, 1>, ne dépendrait pas de e,
et donc v ne dépendrait pas de e 1% 104,

En théorie, on rien n’interdit d'imposer ces contraintes sur la dynamique du sys-
teme, i.e. sur les coefficients by1, b1z, by1, by, mais les justifications théoriques pa-
raissent beaucoup plus ténues que celles que I'on peut avancer pour contraindre
AouAl

Retenez encore, qu’a une méme forme réduite, i.e. a un VAR donné, peuvent
correspondre différents VAR structurels selon les contraintes d’identification
que I’on impose. Ceci souligne bien qu'une forme réduite ne renseigne en rien

sur la structure du systeme économique '®°.

102. soit respectivement {ay, a2, b11, b12, b21,b22,ogl,aé} et {¢>11,¢>12,¢21,¢22,G§1,052,0u1,uz} .

103. Remarquez que dans cet exemple bivarié, la distinction entre imposer une contrainte sur A ou
sur A™! est sans objet dans la mesure ou I'inverse d’une matrice triangulaire est aussi une matrice
triangulaire et donc contraindre par exemple a, = 0 équivaut a imposer a2! = 0 et réciproquement.

104. Cet exemple permet de donner l'intuition de I'apport important d’un travail de Blanchard
et Quah (Blanchard, O. J. & D. QUAH , The dynamic effects of aggregate demand and supply
disturbances, The American Economic Review, 1989, 655-73). Il s’agit pour ces auteurs d’identifier
des chocs d’offre et des chocs de demande et d’étudier la réponse d'un systeme économique
constitué d'une variable d’activité (le logarithme du PIB) supposé intégrer un trend stochastique,
etdu taux de chdmage supposé stationnaire. Leur contrainte d’identification porte sur la dynamique
de long terme : ils imposent que les chocs de demande n’ont aucun effet a long terme sur le PIB
contrairement aux chocs d’offre. Notez bien que si I'idée est proche de celle du texte ci-dessus,
les aspects techniques sont bien différents dans la mesure ot pour linstant nos variables sont
stationnaires et qu’il ne peut donc y avoir ici de I’hystérese dans les effets des innovations.

105. Ce qui ne I'empéche d’ailleurs pas d’étre éventuellement toujours utile pour construire des
prévisions.

79



3.3.1 Une relecture de la décomposition de cholesky

Nous savons que lorsque la matrice de variance-covariance des innova-
tions canoniques n’est pas diagonale, les fonctions de réponse associées a I'une
de ces innovations ne peuvent étre recouvrées par les dérivées partielles de
I'écriture VMA puisque qu’'une modification de 'une d’entre elles génére alors
des réponses instantanées sur une ou plusieurs autres composantes du vecteur
u. Nous savons aussi que la solution, préconisée par Sims, met en oeuvre la
décomposition de Cholesky qui consiste a substituer aux u; des innovations or-
thogonales définies par v; = Py, o1 P est une matrice inversible triangulaire
inférieure, a éléments positifs sur la diagonales et telle que PPT = ¥,.

Ainsi, le VAR

yr = OL)y: + uy, (134)

a partir duquel nous trouvons les fonctions de réponse orthogonalisées aux
innovations v; définies ci-dessus, peut encore s’écrire de maniere équivalente
comme :

Py, = P'O(L)y; + Puy

Soit encore
P yt CD(L)yt + Ut

avec X, = L.

On remarque immédiatement que cette derniere équation correspond a un
VAR structurel dans lequel la matrice des coefficients des explicatives contem-
poraines a l'expliquée est P~!, matrice triangulaire inférieure. Ainsi, la i**"
équation de ce systeme spécifie que 'expliquée est déterminée par les valeurs
retardées de toutes les variables, par les valeurs contemporaines des variables
dont le rang d’entrée dans le VAR est supérieur a i et par un résidu orthogonal
a ceux des autres équations. Pour illustration, avec k = 3 et p = 1, nous avons :

plto0 0 fyu] [P Pz Pu3|[vua] [ou
plop? 0 [|yar| =P Paa Pas||ya|+|ox (135)
ptop Y3t-1 U3t

U ya] ldn Pax Pas

Les résidus orthogonalisés du VAR initial donné en (134) sont les innovations
structurelles de (135) et les réponses aux chocs orthogonalisés par Cholesky de
(134) sont donc aussi les réponses simples aux chocs structurels de (135).

On observe par ailleurs bien que la premiere équation détermine la premiere
variable du systéme, ici y;, indépendamment des valeurs contemporaines des
deux autres variables, que dans la seconde équation, y est expliquée par yi;
mais non par ys;, et qu'enfin y3 est expliquée par yi; et y» i.e. par les deux
variables qui la précede. Ce type de systéme est qualifié de récursif.

Ainsi, la décomposition de Cholesky impose implicitement un VAR struc-
turel récursif calé uniquement sur 1’ordre d’introduction des variables. Il faut
donc se méfier de son utilisation automatique afin d’éviter de considérer des
modélisations qui pourraient n’avoir aucun sens.
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